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 PARAMÈTRES - R est l’ensemble des variables exogènes, C la variable endogène (à prédire) de
valeurs c1, . . . , cn, S l’ensemble des exemples d’apprentissage
 RÉSULTAT - T , l’arbre de décision créé
 FAIRE_NŒUD(E,V ) crée un nœud renvoyant la valeur V si la condition E est vérifiée. Si V est
lui-même un arbre, on renvoie la valeur de l’évaluation de cet arbre
 COMPTE(S ,C ,v) renvoie le nombre d’enregistrements de S dont C = v
 ENRACINE(T ,N ) enracine l’arbre N à la racine de T
 ÉLAGUER(T ) utilise une heuristique pour remplacer des sous-arbres par des feuilles afin de
simplifier l’arbre T

�� �  {} !"#$�%FENPJFO M%%M&%'( ���� )��*�	+S ,C ,v-  Ω .�/ !"#$�
 Si C a la même valeur v dans S? 0 12��	34567+89:;,v-%FENPJFO ?'( ���� %  {} !"#$�?OPTNFO N GFC <TF )��*�	+S ,C ,v- ≥ )��*�	+S ,C ,v′- *PTO GPTGF NBCFTO N 	 *PHH@�CF *PTO '? 0 12��	34567+89:;,v-%FENPJFO ?'( ��?OPTNFO I GFC <TF =2�>92���+

D ,S - ≥ =2�>92���+
D′ ,S - *PTO GPTGF NBO@B�CF ?I@ I 	A AF %

�#�B {di|i = 1, . . . , n}
C 	FEHFK�CF AFH NBCFTOH AF CB NBO@B�CF I FG

n
CFTO EPK�OF?OPTNFO

{Si|i = 1, . . . , n}
C 	FEHFK�CF AFH FEOF(@HGOFKFEGH AF � APEG CB NBO@B�CF I NBTG

di? 0 
{}C#D$ i AF E F

n G!�$H
� 0 12��	34567+

D = di , )IJ+R− {D} , C , Si--? 0 ;>�2K�>	+
T ,N -'( C#D$%FENPJFO L�2�6	�+
T -
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Mécanisme de répartition des crédits

Mécanisme de découverte des classifieurs

Mécanisme de découverte des classifieurs

Algorithme Génétique

����� [M ]t ��� ������	�
�������
����
���������� �E�

������������������� ���!"#$��%� � &
'()*++,-./,01*2.+,-23
3,.4560,',+(3,/124.+'*.+ 378/124.9,1 [A]t

'(/3,./:,-./;/3,'7*3<4021:5,<(.(12=-,

����� [E ] �����������

>?@ABACD?@@EFAGH@ [P ]t

IJKLMNJJOPOJQ

RRR
messenv n

STUQVPOWOXYZUUL[O\MU

���������] ̂ ��_����� �#$��%� � &
`*263,
/0(,-..4-a,*-/3*++2b,-0+-/,)1263,'7c10,*/12a()*0dEe

fg���g��������St

fg����g��	
�St+1
rt
��� ���
�g���������h
�i�j������� t

β ��� ��k�����g�����kg����
�
����g
� ����
���
γ ��� �j���g������l
�i�jm���g�n����
�
����

gop
St+1 = St + β ∗ (rt − St + γ ∗ St)
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 PARAMÈTRES - S représente les données, n est le nombre de cycles de tests, ρd est le
pourcentage de bruit appliqué sur les données brutes et ρe sur les données expertes
 RÉSULTAT - Q, la qualité des règles apprises
 RANDOM(S,τ ) renvoie de manière aléatoire et en les supprimant de S (tirage sans remise), k1

exemples de telle sorte que k1 = τΩ(S) où Ω(S) est le cardinal de l’ensemble S.
 NOISE(S,ρ) perturbe les données en modifiant k2 exemples (permutation des attributs ou des
pixels) de telle sorte que k2 = ρΩ(S)
 LEARNING(D,E) est une méthode d’apprentissage déjà paramétrée qui renvoie un jeu de règles
permettant d’inférer E lorsque l’on a D
 VALIDATION(D,E,R) est une méthode validant une base de règles R par rapport à un jeu de
référence (D, E)
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Données brutes

Données expertes

Matériel

• cropping, égalisation
• corrections 

atmosphériques
• suppression des 

bandes bruitées

• conversion dans un 
format acceptable

• sélection des jeux 
d'apprentissage et de 
test

Prétraitement

Extraction
Base de 
Règles

Extraction de règles

Statistiques
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Validation :
• Comparaison
• Evaluation

Image brute

Image classifiée

ClassificationBase de
Règles

Exploitation

Image classifiée par l'expert

Validation
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51 =D
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min

1max1 =−=−= DDDN

07654 ==== GGGG DDDD

2232 === NGG DDD

232 == NN DD
0... 114 === NN DD
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11 =⋅
++=⋅
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DDDD
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011 == NG DD

41 =D
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�<X>WC?CX>�  "�)! (76�! !%$ �+ %�&/+)$! Q

�<X>WC?CX>� := E1 ∧ E2 ∧ E3 ∧ . . . ∧ En

L]8RO
. n !%$ �! ).5-(! $.$+�  ! -+) !% !$ Ei

%.)$  !% !)%!5-�!%  "&)$!(/+��!%8\!% !)%!5-�!%  "&)$!(/+��!% Ei
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Spectre n'activant pas la règle
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Spectre activant la règle
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réflectance
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La règle découpe deux paquets 
de même densité

Valeurs des pixels (0 à 100)
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Déterminé automatiquement 
pour avoir des paquets de 
même densité.

]45;33[]24;2[ ∨
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Après le croisement Après la fusion
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Mutation

Bande Intervalle Bornes

Suppression

Ajout Découpage

Déplacement Modification [A;B]

A ou B A et B

Suppression
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Données : images, etc.

Détecteurs Effecteurs

max

discount délai = 1+

Algorithme
Génétique

[P] Population Set[P] Population Set
règle p ε F

#  # [0;1][3;7] : C2 43 .01 99
[2;3][5;8] #  # : C1 32 .13 9
# [3;5] #  # : C4 14 .05 52

[0;1][3;5][2;5]# : C2 27 .24 3
# [1;5] # [1;7] : C4 18 .02 92
[2;3]#[2;3][2;3] : C3 24 .17 15

[M] Match Set[M] Match Set
règle p ε F

#[][][] : C2 43 .01 99
#[]## : C4 14 .05 52
[][][]# : C2 27 .24 3
#[]#[] : C4 18 .02 92

[A] Action Set[A] Action Set
règle p ε F

#073 : C2 43 .01 99
207# : C2 27 .24 3

[2,0,7,3]

[PA] [PA] Prediction ArrayPrediction Array
action prédiction(p,F)

C1 ∅
C2 42.5
C3 ∅
C4 16.6

p : prédiction de récompense
ε : erreur de prédiction
F : fitness

[A][A]--11 Action Set précédenteAction Set précédente
règle p ε F

#0## : C4 14 .05 52
#0#3 : C4 18 .02 92

Activation

Covering
Operator

Sélection de
l'action

C2

C2 Gratification

Récompense

Mise à jour des
• Prédictions
• Erreurs
• Fitness

Echantillon brut

Valeurs du pixel

Echantillon expert

Classe

Environment
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������
 c�Il$K��m �l� j��Il�

^.55!  +)% _`a2 �! 5�5! #03+)$&��.) 1!�$ +0$&/!( 1��%&!�(% (76�!% *�& 1!�/!)$ %1#0&�!(  !% 0�+%%!% &'#(!)$!%8 h) 0�+%%&�0+$&.) DXY?2 0! 0.51.($!5!)$ !%$ +$$!) �8 h) 0�+%%&�0+$&.) VA@W2 ).�% �$&�&%.)% &(!0$!5!)$ �!% 1+(+57$(!%  !% 0�+%%&�!�(% 1.�( ,+&(! �) 03.&M �)&*�!8�.�% +/.)% 1(.1.%#  !�M 5#$3. !%L�A
�X>	W=>? !$ �<X@=�X>	W=>?O  +)% 0! -�$ Q
R8 [+)% �+ 1(!5&7(!2 %!��!% �!% (76�!% *�& .)$ �)! /+�!�(  ! 1(# &0$&.)  ! (#0.51!)%! #�!/#! %.)$#�&6&-�!%8 \! %!�&� 1.�( 0!$$! /+�!�( 0.((!%1.) : �+ 5.&$&#  ! �+ 6(+$&�0+$&.) 5+M&5+�! *�! �"!)F/&(.))!5!)$ 1!�$ /!(%!(8 h)%�&$!2 �+ 0�+%%! �+ 1��% ,(#*�!)$! 1(#%!)$!  +)% �"�<?CX> �=? ��� !%$(!)/.;#!8S8 \+ %!0.) ! !%$ -+%#! %�( �"& #! *�! �!% 0�+%%&�!�(% &)$#(!%%+)$% .)$ �)! /+�!�(  ! 1(# &0$&.) #�!/#!5+&% )".)$ 1+% #$# 0(##% (#0!55!)$8�) 5#0+)&%5! !M&%$!  +)% b`cde 1.�(  .))!( +�M 0�+%%&�!�(%).�/!+�MF)#% �)! 1(# &0$&.) 5.;!))! 5+&%  #P: ,.($!2 5+�6(# �!�( C>=
�E@C=><=  �! : �!�( P!�)!

�6!2 +�)  "#/&$!( *�"&�% )! %! ,+%%!)$ #�&5&)!( +� $.�( %�&/+)$8 �.�% 0+�0��.)% +�.(% �)! ).$! *�&$&!)$ +�%%& 0.51$!  ! �+ 	 ?>=DD8 U.�( �)! 0�+%%! c !$ �) 0�+%%&�!�( r  .))#%2 0!$$! ).$! !%$ 0+�0��#! ! �+ ,+�.) %�&/+)$! Q
Sr =

∑

Pr ∗ Fr
∑

Fr

L]8¡O
. Pr

!%$ �+ /+�!�(  ! 1(# &0$&.)  ! �+ (76�! !$ Fr
%+ 	 ?>=DD8 \+ 0�+%%! 1.%%# +)$ �+ 5!&��!�(! ).$!!%$ (!)/.;#!8

\+ %!0.) ! 5#$3. !  .))! 6#)#(+�!5!)$  ! 5!&��!�(% (#%��$+$% *�! �+ 1(!5&7(!2 0+( �! ,+&$  ! $!)&(0.51$!  ! �+ 	 ?>=DD  ! 5+)&7(! 1(.6(!%%&/! 1+( (+11.($ : �+ 0+1+0&$#  ! 1(# &0$&.)  ! (#0.51!)%!  !%(76�!% !%$ ,+/.(+-�! +�M (76�!% 1!(,.(5+)$!% *�& )".)$ 1+% !� �! $!51%  ! %!  #/!�.11!( ���&(&) !$ +�82 S��]�8^!%  !�M 5#$3. !% )! %.)$ �$&�!% *�! �.(%  ! �+ 13+%!  "!M1�.&$+$&.)  "�)! 1.1��+$&.)  ! (76�!% +11(&%!%!) 0�+%%&�0+$&.)  ! $;1! VA@W2 0! *�& 0.((!%1.) $.�P.�(% : �"&)$(. �0$&.)  "�) -&+&%  #,+/.(+-�! 0+( �+$!03)&*�!  "+11(!)$&%%+6!  ! b`cde2 *�& &)$!(+6&$ +/!0 �) !)/&(.))!5!)$ !M$!()! !$ �)! 1(#%!)$+$&.) !% #03+)$&��.)% $.�( : $.�(2 !%$ 1��% 1(.03!  "�) +11(!)$&%%+6!  ! $;1! DXY?8
����� ��������

\+ %$(�0$�(!  !% (76�!%  "_`a !$  ! b`cde !%$ �)+�!5!)$ (!�+$&/!5!)$ -+%&*�! Q
�� �<X>WC?CX>� JI�j��<BADD=�

h��! !%$ )#+)5.&)% 0.51+0$! !$ (!%$! �) -.) 5.;!)  ! 0+1$�(!( �+ 0.51�!M&$#  !%  .))#!% $.�$!) (!%$+)$ �&%&-�!8 9 $&$(!  "&���%$(+$&.)2 ).�%  .)).)% �) !M!51�!  "�)! (76�! 1(. �&$! 1+( _`a 1.�(0�+%%&�!( �!% &)%$+)0!%  "�)! 0�+%%!  ! /#6#$+$&.) 5+(&)! L�! � >< DO Q
(435 ≤ B0 ≤ 1647) ∧ . . . ∧ ((365 ≤ B74 ≤ 4023) ∨ (15643 ≤ B74 ≤ 48409)) ∧ . . . ∧ (668 ≤ B79 ≤

4413) ⇒ �^\��� 	�)0�%�
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. Bi
!%$ �+ /+�!�(  ! (+ &+)0! 1.�( �+ -+) ! i  � 1&M!� 0.)%& #(#8^!$$! (76�!  ! _`a 0.51(!) �� 0.)P.)0$&.)%  .)$ �)!  &%P.)0$&.) 0.)0!()+)$ �+ -+) ! ¡� 5+&%!��! (!%$! 1��$	$ !M1(!%%&/!8 ��( �! 5�5! !M!51�!2 �"+�6.(&$35! b`cde )#0!%%&$! ST�� (76�!% 0.51(!)+)$

�� 0.)P.)0$&.)% 03+0�)! 1.�( +$$!&) (! �+ 5�5! 1!(,.(5+)0!8 h) ,+&$2 �) 6(+) ).5-(!  ! 0!% (76�!%%.)$ & !)$&*�!%2 5+&% �"+�6.(&$35! b`cde )#0!%%&$!  "�$(! 1+(+5#$(# : ST�� (76�!% 1.�(  !% (+&%.)%  !0.)/!(6!)0!8 �)! 0.51+(+&%.) 1��%  #$+&��#! !)$(! �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!%  ! _`a !$  ! b`cde !%$,.�()&!  +)% �! 03+1&$(! ¡ +&)%& *�! �"#$� !  ! �+ 1!(,.(5+)0!  ! 0!% (76�!%8 ^.)0!()+)$ �+ $+&��! &51.($+)$! !% -+%!%  ! (76�!% 1(. �&$!% 1+( b`cde2 �! 03+1&$(! %�&/+)$ %! 1(.1.%!  "#$� &!(  !% $!03)&*�!%  !%&51�&�0+$&.)8 �.�% ).�% &)$#(!%%.)%2  +)% �"&55# &+$2 :  !�M (!1(#%!)$+$&.)% + +1$#!% : �+ 0�+%%&�0+$&.)Z.�!8
��� op�q��rs �tuvv�r���ssuwr u�uv�prs x yu �yuss�z�u���� ���r

��$(! �! 1(.-�75!  ! �+ 0.51�!M&$#  ! �+ -+%!  ! (76�!%2 �"!M1�.&$+$&.)  "&5+6!% %+$!��&$!% : 3+�$!(#%.��$&.) %1+$&+�! !$ %1!0$(+�! 1.%! �) +�$(! 1(.-�75! Q 0.55!)$ +((&/!( : $(+&$!( �+ 6(+) ! *�+)$&$#  ! .))#!%  &%1.)&-�!% L/.&( �+ %!0$&.) T8�8RO2 $.�$ !) !M1�.&$+)$ �!% 5!%�(!% $(7% 1(#0&%!%  !% $3#5+$&0&!)%!M1!($% � U+( !M!51�!2 : 0+�%!  ! �+ ,+&-�! (#%.��$&.)� 2 !) �.)! (�(+�! 0.55! �(-+&)!2 �) 5�5! 1&M!� 1!�$0.)$!)&(  &'#(!)$!% %.($!%  ! /#6#$+$&.) %.�/!)$ !) (!�+$&.) %;5-&.$&*�! �!% �)!% 1+( (+11.($ +�M +�$(!%L�C
=BO8 \!% 1.�(0!)$+6!%  ! 0.51.%&$&.)  ! 0!($+&)% #03+)$&��.)% %.)$ 0.))�% !$ 1!�/!)$ �$(! �$&�&%#%1.�(  #$+&��!( �! 0.)$!)�  !% �C
=BD !$ 1+%%!(  ! �+ (#%.��$&.)  � 1(.-�75!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) VA@W : 0!��& ! �+ 0�+%%&�0+$&.) Z.�! L >�C
C>
O8 \"!%$&5+$&.)  ! �+ 1(.1.($&.) (!�+$&/!  !%  &'#(!)$% 0.)%$&$�+)$%  !%$;1!%  ! $!((+&) 1(#%!)$%  +)% 03+*�! 1&M!� 1!(5!$$(+&$  ".-$!)&(  !% 5. 7�!%  ! �C
=BD 1��% 1(#0&%8[+)% 0!$$! %!0$&.)2 ).�% 1(#%!)$.)%  !�M  ! ).% +�6.(&$35!% + +1$#% +�M 1(.-�75!%  ! 0�+%%&�0+$&.) ! $;1! Z.�!8 \! 1(!5&!(2 _`ab ���&(&) !$ �.(0�+�2 S��]-�2 !%$ �)! !M$!)%&.)  ! �"+�6.(&$35! _`a21(#%!)$#  +)% �+ %!0$&.) ]8S8R2 !$ 1!(5!$  ! 1(. �&(!  !% (76�!% 1�+$!%2 5+&% 1!(5!$$+)$  "&)$#6(!( �)!!M1!($&%!  ! $;1! 0�+%%&�0+$&.) 1+( &)$!(/+��!% Z.�%2 0! *�& 1!(5!$ : �"!M1!($  !  #�)&(  !% &)$!(/+��!% ! 0.)�+)0! 1.�( �!% 1.�(0!)$+6!%  ! 0.51.%&$&.)  !% %1!0$(!%  !% 0�+%%!%8 \! %!0.) 2 ijJkilm2 !%$�) +�6.(&$35! : -+%!  ! 1(.6(+55+$&.) 6#)#$&*�! 6�& #! 1+( �)! 6(+55+&(!2 +/!0 �) !)%!5-�!  ".1#F(+$!�(% %�4%+55!)$ /+%$! 1.�( +�$.(&%!( �)! 6(+) ! %.�1�!%%! : �"!M1!($ �.(%  ! �+ ,.(5+�&%+$&.)  !%!% !M1(!%%&.)%8 �) $(.&%&75! +�6.(&$35! + #$#  #/!�.11#2 Hj��ilm2 *�& 1.%%7 ! �!% 5�5!% 0+(+0$#(&%F$&*�!% *�! ijJkilm2 %+�, 1.�( �+ 0.)%$(�0$&.)  !% &) &/& �% 6#)#$&*�!%2 *�& ,+&$ +11!� :  !% 0.)$(+&)$!%1+( 1(.-+-&�&$#% 1��$	$ *�! 1+( 6(+55+&(!8 ^.55! 0!$ +�6.(&$35! !%$ $(7% 1(.03!  ! ijJkilm ).�%)! �! 1(#%!)$!(.)% 1+%  +)% �)! %!0$&.) &%.�#!2 5+&% ).�% 5.)$(!(.)% �!�(%  &'#(!)0!% �.(%*�! 0!�+ %!(+1!($&)!)$8
����� �&���������� ����
��
���� _mKj��
$K��m

\+ (!03!(03!  "�)! %.��$&.) +� 1(.-�75!  ! �" >�C
C>
 1+%%! 1+( �+  #�)&$&.) 1�&% �"+ +1$+$&.) +�1(.-�75! 1.%#  "�) 0�+%%&�!�( 6#)#$&*�! 1(!)+)$ 0.55! 1+(+57$(! �!% /+�!�(%  ! (+ &+)0!  "�) 1&M!�L#03+)$&��.) -(�$O2 !$ (!)/.;+)$ !) %.($&!2 1.�( 03+0�)!  !% 0�+%%!% +11(&%!% A �@CX@C2 �+ 1(.1.($&.)  ! 0!%0�+%%!%  +)% 0!$ #03+)$&��.)8 \+ (!1(#%!)$+$&.) 03.&%&! 1.�( 0! 0�+%%&�!�( 1!(5!$  "!)0. !(2 %.�% �+ ,.(5! ! 0.)$(+&)$!%2 �+ 1�+6!  ! /+�!�(% + 5&%%&-�!%  � %1!0$(! 1.�( 03+0�)!  !% 0�+%%!%8 ^!% 0.)$(+&)$!% %.)$!) ,+&$  !% 0.)P.)0$&.)%  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%2 %.&$  !% 3;1!(F(!0$+)6�!%  +)% �"!%1+0!  !%  .))#!%8^!$$! (!1(#%!)$+$&.) 1!(5!$$(+&$ : �+ 0.))+&%%+)0! +11(&%!  "�$(! ,+0&�!5!)$ (!1(#%!)$+-�! :  !% �)%  !1(#%!)$+$&.) !$  ! /+�& +$&.) : �) !M1!($ 3�5+&)8 \+ 1(#%!)0!  !  &%P.)0$&.)%  +)% �!% 0.)$(+&)$!% 1!(5!$ ! (#%.� (!  !% 1(.-�75!% ).) �&)#+&(!%8 h)�)2 0!% (76�!% %.)$ #/+��+-�!%  &(!0$!5!)$ %�( �!%  .))#!%2%+)% )#0!%%&$!(  ! 1(#F$(+&$!5!)$% 1(#+�+-�!%  ! �"!)%!5-�!  ! �"&5+6!2 !��!% %.)$  .)0 (+1& !% 1.�( 0�+%%!( ! ).�/!��!% &5+6!%8
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^.)$(+&(!5!)$ : _`a2 �) 0�+%%&�!�( L&) &/& � 6#)#$&*�!O !%$ 0.51.%#  "+�$+)$  ! (76�!% *�"&� ; + ! 0�+%%!% : $(+&$!(  +)% �!%  .))#!% !M1!($!%8 \+ (!1(#%!)$+$&.)  "_`ab %�&$  .)0 �)! +11(.03!  !U&$$%-�(632 1��$	$ *�!  ! �&03&6+) L/.&( �+ %!0$&.) S8�O8 h) !'!$2 �+ 0�+%%&�0+$&.) Z.�! %! 0+�0��+)$ 1+(�+ 1.%&$&.)  ! $.�$!% �!% (76�!%  +)% �"!%1+0!  !%  .))#!%2 &� ,+�$ ,+&(! #/.��!( 0!% (76�!% !) 1+(+��7�!8\"+11(!)$&%%+6! %! ,+&$  .)0 !) 1+(+��7�! 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!%8 ^3+*�! (76�! 0.)$&!)$ +�$+)$  ! 0.) &F$&.)% *�"&� ; +  ! -+) !%  +)% �"&5+6! : $(+&$!( .�  "+$$(&-�$% !M.67)!% 1.�( 03+*�! #03+)$&��.) L/.&( �+�6�(! ]8¡O8

Intervalle

Condition
R1 R2 ...

Individu

C1 C2 C3 C4

a

b

c

d

e

f

g

Classe K1 Classe K2

�
1 � �� P ∈ (a ∨ b) ∧ c

���	� 
��

 �� �� ������ K1

���� P ��
� ����

�
2 � �� P ∈ (d ∨ e ∨ f) ∧ g

���	� 
��

 �� �� ������ K2

���� P ��
� ����8 8 8 8 8 8

��	
 ]8¡ � N&6�(!  ! 6+�03! Q (!1(#%!)$+$&.) 6#).$;1&*�!  "�) &) &/& � 6#)#$&*�!  ! _`ab L0.51(!)+)$1��%&!�(% (76�!% Ri
O8 N&6�(!  !  (.&$! Q (!1(#%!)$+$&.) %#5+)$&*�! +%%.0&#! : �"&) &/& �8

\!% 0.) &$&.)% %.)$ �&#!% !)$(! !��!% 1+(  !% 0.)P.)0$&.)%2 1+( !M!51�! (a ∨ b) ∧ c 8 ^3+*�! 0.) &F$&.) 1.($! �) ).5-(! /+(&+-�!  "&)$!(/+��!%2  .)$ �!  .5+&)!  ! /+�!�( !$ �! $;1! L(#!�2 !)$&!(2 -..�#!)O #1!) !)$  !%  .))#!% : $(+&$!(8 \!% &)$!(/+��!% %.)$ �&#% !)$(! !�M 1+(  !%  &%P.)0$&.)%8 ^3+*�! (76�!(!1(#%!)$!  .)0 �)! 0.)$(+&)$! %.�% �+ ,.(5!  "�) 3;1!(F(!0$+)6�! 1.�( �)! 0�+%%!  .))#!8�)!  .))#! !%$ &$! !) � �A?<VC>
 �A@YAC?� %& �"!)%!5-�!  !% /+�!�(% (!%1!0$!)$ �+ 0.)P.)0$&.)  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%1.�( �)! 0�+%%!  .))#! !$ %! $(.�/! 3.(%  !% &)$!(/+��!% 1.�( �!% +�$(!% 0�+%%!%8 U+( !M!51�!2 %"&� ; + ]0�+%%!% : +11(!) (!2 �) �A?<VC>
 �A@YAC? 1.�( �+ 0�+%%! S 1.�((+ �$(! (!1(#%!)$# 1+( �)!  #0&%&.)  � $;1!
{0, 1, 0, 0, 0} 2 0.51(!)+)$ �)! /+�!�( 5+M&5+�! 1.�( �+ 0�+%%! !) *�!%$&.) !$  !% /+�!�(% 5&)&5+�!% 1.�(�!% +�$(!% 0�+%%!%8 U.�( 1!(5!$$(! +�M &) &/& �%  !  #0(&(!  !% 0.)0!)$(+$&.)%  ! 0�+%%!% 1�(!%  &/!(%!%%.�% ,.(5!  ! 1.�(0!)$+6!% 0.)$&)�%2 �) 0+�0��  ! 0.((#�+$&.) !%$ !'!0$�# �.(%*�"�)!  .))#! )! (!%1!0$!1+% �!% &)$!(/+��!%  "�)! (76�!  .))#!8 \! (	�!  ! �"+�6.(&$35! #/.��$&.))+&(! !%$  "+ +1$!( �+ $+&��! !$ �+1.%&$&.)  ! 0!% 3;1!(F(!0$+)6�!% +�) *�"&�% %! 0.),.(5!)$ +� 5. 7�!  ! 0.)0!)$(+$&.) �M# 1+( �"!M1!($8 \!%1+($&!% 0.) &$&.)%  !% (76�!% #/.��+)$  ! 5+)&7(! &) #1!) +)$!%2 &� !%$ 1.%%&-�! 1.�( �"&) &/& �  "+'!0$!(�)! 0.)0!)$(+$&.) )���! .� 5+M&5+�! : $.�$!% �!% 0�+%%!% : �+ ,.&% L�! 0+% #03#+)$O2 .� -&!)  !  #0.�/(&(  !%0�+%%!% *�& %! (!0.�/(!)$ 1+($&!��!5!)$ .� ).)  +)% �!%  .))#!% L+$$(&-�$% 0.((#�#%O8 \+ %!0$&.) %�&/+)$!1(#%!)$! �!% $!03)&*�!% *�! ).�% +/.)% �$&�&%#!% 1.�( *�+)$&�!( �! �A?<VC>
  "�)! (76�! !$  .)0  "�)&) &/& � 1.�( �) 1&M!�  .))#8
��
���
 �$K�'JK��m �&
ml j��Il

\+ ,.)0$&.)  ! �A?<VC>
 M(R,P ) = r !%$  #�)&! 1.�( 03+0�)!  !% (76�!% R 0.51.%+)$ �) &) &/& �!$ (!)/.&! �) (#!� 0.51(&% !)$(! � !$ R 0.((!%1.) +)$ : �+ 1(.1.($&.) r  ! 0�+%%! 1�(! 0.)$!)�!  +)% �! 1&M!�
P = [p0, . . . , pi, . . . , pn]

L
n !%$ �! ).5-(!  ! -+) !%O8 \"+11�&0+$&.)  "�) &) &/& � %�( �) 1&M!� 0.)%&%$! :+11�&*�!( �!%  &'#(!)$!% (76�!% 0.)$!)�!%  +)% 0!$ &) &/& � !$ : (!0�!&��&( �!%  &'#(!)$!% 1(.1.($&.)% 1.�(



�� �������� �	 �
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�� �� �
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03+0�)!  !% 0�+%%!%8 U.�( 03+*�! &)$!(/+��! Ii = [ai; bi]
L
0 ≤ i ≤ nO  ! �+ (76�! R 2 �+ ,.)0$&.)M(R,P )

,+&$+11!� : �)! ,.)0$&.) M(Ii, pi)
*�& 1!�$ �$(! *�!�0.)*�!2 5+&% *�& 1(!) %.) 5+M&5�5  +)% �"&)$!(/+��!

[ai; bi]
8 \.(%  "�)!  &%P.)0$&.)  "&)$!(/+��!%2 �+ /+�!�( �+ 1��% 6(+) !  ! M !%$ (!$!)�!8

1

0,5

Match(I,P)

Valeur de bande

a b2a-b 2b-a

��	
 ]8� � �!1(#%!)$+$&.)  "�)! ,.)0$&.) %+$&%,+&%+)$!  ! �A?<VC>
 M(Ii, pi)
1.�( �) &)$!(/+��! [a; b] .))#8

\+ ,.)0$&.) *�& + #$# (!$!)�! !) !M1#(&5!)$+$&.) !%$ 0!��! 1(#%!)$#! %�( �+ �6�(! ]8�8 h��! !%$  #�)&! ! �+ 5+)&7(! %�&/+)$! Q

M(Ii, pi) =







1 %& pi ∈ [ai; bi]
bi−ai

bi−pi

%& pi � ai

bi−ai

pi−ai

%& pi � bi

L]8�O
. pi

!%$ �+ /+�!�(  � 1&M!� P 1.�( �+ -+) ! i !$ [ai; bi]
�!% /+�!�(%  ! �"&)$!(/+��! 0.((!%1.) +)$  #�)& +)% �"&) &/& � 6#)#$&*�!8M /+�$ R 1.�( �) �A?<VC>
 1+(,+&$ !$ $!) /!(% � %&).)8^!$$! ,.)0$&.) + �+ 1+($&0��+(&$#  "�$(! �)&*�!5!)$  #1!) +)$!  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!%2  .)0&) #1!) +)$!  ! �"#03!��!  !%  .))#!%8 \"+�6.(&$35! #/.��$&.))+&(!  !/(+ + +1$!( �+ 1.%&$&.) !$ �+ $+&��! !% &)$!(/+��!%  &(!0$!5!)$ !) ,.)0$&.)  � 0.)$!M$! %1!0$(+� +)+�;%#8 \+ ,.)0$&.) !%$ 0.)%$+)$!  +)%�"&)$!(/+��! [ai; bi]

1.�( )! 1+% &)Z�!)0!( �+ 1!(,.(5+)0!  !% (76�!% %& �+ (#1+($&$&.)  � %1!0$(! )"!%$ 1+%3.5.67)! L3;1.$37%! /#(&�#!O8\+ ,.)0$&.)  ! �A?<VC>
 1.�( �)! (76�! 0.51�7$! R $&!)$ 0.51$!  ! �+ ).$! .-$!)�! 1.�( 03+0�)! !% -+) !% !$ %!  #�)&  ! �+ 5+)&7(! %�&/+)$! Q
M(R,P ) =

ε

√

∑n
i M(Ii, pi)ε

n

L]8�O
. n !%$ �! ).5-(!  ! -+) !% !$ ε !%$ �) 1+(+57$(! 1.%&$&, ).) )�� 0.)$(	�+)$ �"&)Z�!)0!  !% /+�!�(%!M$(�5!%8\! �A?<VC>
  "�) 1&M!� P +/!0 �) &) &/& � 0.51�!$ I !%$  #�)& 0.55! #$+)$ �! /!0$!�( ).(5+�&%# !% ).$!% .-$!)�!% 1.�( 03+0�)!  !% (76�!%  ! �"&) &/& �8 ^3+*�! 0.51.%+)$!  � /!0$!�( &) &*�! �+1(.1.($&.)  ! �+ 0�+%%! 0.((!%1.) +)$!  +)% �! 1&M!� P Q

M(I, P ) =

(

M(R1, P )
∑

i M(Ri, P )
, · · · ,

M(Rk, P )
∑

i M(Ri, P )
, · · · ,

M(Rn, P )
∑

i M(Ri, P )

) L]8R�O
^!$$! ,.)0$&.) %!($ : *�+)$&�!( �+  &%$+)0! !)$(! �!% /+�!�(%  ! �"&) &/& � I !$  � 1&M!� P 8 \! (#%��$+$.-$!)� !%$ : �+ ,.&% �$&�&%#  +)% �+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.) 1.�( ).$!( �"&) &/& � !$ !) !M1�.&$+$&.)2 1.�(0+�0��!( �!% 1(.1.($&.)% !%$&5#!%  ! 03+*�! 0�+%%!  +)% �! 1&M!�8
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���� G�j�#$JK��m �l� $�m��K��m�
\.(%*�! �!% (76�!% %.)$ 0(##!% .� .)$ #$# 5. &�#!% L1+( �!% .1#(+$!�(%  ! 0(.&%!5!)$ .�  ! 5�$+$&.)O2&� !%$ 1.%%&-�! *�! �!% &) &/& �% )! %.&!)$ 1��% 0.3#(!)$%8 �)! 5. &�0+$&.) +�#+$.&(!  ! �"�)!  !% -.()!% "�) &)$!(/+��! 1!�$ 0.) �&(! Q
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� : (!) (! �)! -.()! �g� %�1#(&!�(! : �)! -.()! ���2
� : (!) (! �+ /+�!�(  "�)! -.()! &),#(&!�(! .� %�1#(&!�(! : �+ 1�+6! + 5&%%&-�! 1.�( �!% /+�!�(%  !%1&M!�%2� : 1(. �&(!  !% &)$!(/+��!% +�$.F&)$!(%!0$+)$ L!M Q �S] �R�]� ∧ ��� �RRS� !%$ #*�&/+�!)$ : �S] �RRS� !$
�RS �RT�

∧ �R� �R�� : �RS �R��O8_`ab 0.)$&!)$ �)! 1(.0# �(! 1.�( /#(&�!( *�!  ! $!�% 0+% )! %! 1(. �&%!)$ 1+%2 !$ 1.�( �!% 0.((&6!( �!0+% #03#+)$ 1+( �)! ,�%&.) .� �)! &)/!(%&.)  !% -.()!%8 �.�% �"+11!��!(.)%  +)% �+ %�&$! �@X<EW @= W=Y DCX>8
��
���� ���jJKl
j �&�m�K�JI��JK��m

\+ 1(.0# �(!  "&)&$&+�&%+$&.)  � 1..� 6#)#$&*�! !%$ 0.)%$(�&$! : 1+($&(  ! �"&5+6! -(�$! !$  ! �"!M1!($&%!L�C
=BDO8 �) &) &/& � &)&$&+� !%$ 0(## 1�&% !%$ �$&�&%# 1.�( 0.)%$&$�!( �! 1..� 0.51�!$8 �.$+55!)$2 �!).5-(!  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!% 1.�( 03+0�)!  !% -+) !% !$ 03+0�)!  !% 0�+%%!% !%$ !%$&5# !) $!)+)$0.51$! : �+ ,.&%  ! �"&5+6! !$  ! �"!M1!($&%!8
�.&$ n �! ).5-(!  ! 0�+%%!% 1�(!% !$ m �! ).5-(!  ! -+) !%  +)% �"&5+6!2 .�  "+$$(&-�$%  +)%�!%  .))#!% : +)+�;%!(8 9 03+*�! 1&M!� P 0.((!%1.) �)! !M1!($&%! c1, . . . , cn ∈ R

1.�( 03+0�)!  !%0�+%%!% 1�(!%K1, . . . ,Kn
8 \+ /+�!�(  ! �"!M1!($&%! ci  ! 0! 1&M!� 1.�( �)! 0�+%%! 1�(! Ki

!%$ /�! 0.55! �+0.)$(&-�$&.)  ! �+ /+�!�( pj
 ! �+ -+) ! j  � 1&M!� P 1.�( 0!$$! 0�+%%!Ki

8 h��! %"!M1(&5! 1+( h(pj , j) = cn
8U+( !M!51�!2 1.�( �) 1&M!� P = [1000; 1500; 1300] !$ �)! !M1!($&%! C = [0.7; 0.1; 0.05; 0.03; 0.12] 2 ).�%0.)%& #(.)% *�! �+ 0.)$(&-�$&.)  ! �+ /+�!�( "R���" 1.�( �+ 1(!5&7(! -+) ! !$ �+ 1(!5&7(! 0�+%%! !%$  !¡��8

�& .) %! �M! �)! 0�+%%! Ki
2 �)! -+) ! j !$ �)!  &%P.)0$&.)  "&)$!(/+��!% DI = [a1; b1]∨ . . .∨ [am; bm] 2.) 1!�$ 0+�0��!( �+ 0.)$(&-�$&.) 5.;!))! µ1(i, j,DI)

+11.($#! 1+( $.�$!% �!% &)%$+)0!%  ! 1&M!�% *�&
�A?<V=>? DI !$ �+ 0.)$(&-�$&.) 5.;!))! µ0(i, j,DI)

+11.($#! 1+( $.�$!% �!% &)%$+)0!%  ! 1&M!�% *�& >=
�A?<V=>? �AD DI 8\"+�6.(&$35! %! �M! +�.(% �) 1+%  ! (!03!(03! %�( �"&)$!(/+��! [MIN ;MAX ]  !% /+�!�(% 0.)%$+$#!% !% 1&M!�% 1.�( �)! -+) !  .))#!2 !$ !M+5&)!  ! 5+)&7(! !M3+�%$&/! �"!)%!5-�!  !%  &%P.)0$&.)% *�"&� !%$1.%%&-�!  ! 0.)%$(�&(!8 U+( !M!51�!2 %&2 1.�( �)! -+) ! j 2 �!% /+�!�(%  !% 1&M!�%  ! �"&5+6! %! (#1+($&%%!)$ +)% �"&)$!(/+��! �R �R���� !$ *�".) %"!%$ 03.&%& �) 1+% Pe

 #0.�1+)$ �"!%1+0!  ! (!03!(03! !) S 1+($&!%#6+�!%2 .) /+ !M+5&)!( %�00!%%&/!5!)$ �!%  &%P.)0$&.)% "��"2 "�R"2 "R�" !$ "RR"2 0"!%$F:F &(! (!%1!0$&/!5!)$�!%  &%P.)0$&.)% Q �∅� L/& !O2 � [501; 1000]
� 2 � [1; 500]

� !$ � [1; 500] ∨ [501; 1000]
� L*�& %! (# �&$ !) [1; 1000]+1(7% �"+11�&0+$&.)  ! �+ �@X<EW @= W= Y DCX>O8 U.�( 03+0�)!  ! 0!%  &%P.)0$&.)%2 .) 0+�0��! �+ 0.)$(&-�$&.)

µ1
+11.($#! 1+( �!% /+�!�(% WA>D 0!% &)$!(/+��!% !$ 0!��! Lµ0

O .-$!)�! VX@D  ! 0!% &)$!(/+��!%8 \"+�6.(&$35!)"+ 1��% *�"+ %#�!0$&.))!( �+  &%P.)0$&.) 1(./.*�+)$ �"#0+($  ! 0.)$(&-�$&.) 5+M&5+� ε = µ1 − µ0
2 0! *�&1!(5!$  ! %"+%%�(!( *�! �+ 0.)$(&-�$&.)  "�)! -+) !  .))#! 1.�( �)! 0�+%%!  .))#! !%$ 5+M&5+�!  +)%�+  &%P.)0$&.) !$ 5&)&5+�! : �"!M$#(&!�(8

�) &) &/& �  &$ �6(+&)! &)&$&+�!� !%$ 0.)%$(�&$ !) +00�5��+)$ �!%  &%P.)0$&.)% 6+6)+)$!% 1.�( 03+0�)! !% -+) !% !$ 1.�( 03+*�! 0�+%%!2 %!�.) �+ (!1(#%!)$+$&.) 1(#%!)$#! 1��% 3+�$8 \! 1..� &)&$&+� !%$ !)%�&$!.-$!)� !)  �1�&*�+)$ 0!$$! 6(+&)! !$ !) �+ -(�&$+)$ �#67(!5!)$ +�$+)$  ! ,.&% *�"&� ; +  "&) &/& �%  +)%�+ 1.1��+$&.) &)&$&+�!8^!% 0.)$(&-�$&.)% %.)$  #1!) +)$!%  ! �+ 0�+%%! !$  ! �+ -+) ! +)+�;%#!8 \+ (76�! �)+�! L1.�( �)!0�+%%!  .))#!O !%$ 0.)%$&$�#!  "�)! 0.)P.)0$&.)  !  &%P.)0$&.)% .-$!)�!% 1.�( 03+0�)!  !% -+) !% :+)+�;%!(8 h) 1(+$&*�!2 1.�( !M+5&)!( !M3+�%$&/!5!)$ �) !%1+0!  ! (!03!(03!  #0.�1# !) Pe = 20 1+($&!%#6+�!% L/.&( �+ �6�(! ]8�O2 &� ,+�$ 220 %.&$ �) 5&��&.)  "&$#(+$&.)%2 0! *�& (!1(#%!)$! �) $!51%  ! 0+�0�� ! 5.&)%  "�)! %!0.) ! %�( �)! 5+03&)! (#0!)$!8 [! 1��%2 %!�� �+ 5.&$&#  !% &$#(+$&.)% !%$ (#!��!5!)$!'!0$�#!2 0+( !) &)/!(%+)$ µ0
!$ µ1

2 .)  # �&$ �"&51.($+)0!  !%  &%P.)0$&.)% 0.51�#5!)$+&(!% L1+( !M!51�!2�+  &%P.)0$&.) "R�" %! %�-%$&$�+)$ +�.(% : �+  &%P.)0$&.) "�R"O8 \! ).5-(! 5+M&5+�  "&)$!(/+��!%  "�)! &%P.)0$&.) !%$ -.()# 1+( �!  #0.�1+6!  ! �"!%1+0!  ! (!03!(03! L%.&$ R� 1.�( S� 1+($&!%2 0+( ).�% ,�%&.)).)%�!% &)$!(/+��!% /.&%&)%O8\"�)!  !% 1+($&0��+(&$#%  ! ).$(! +�6.(&$35! !%$ �! ,+&$ *�"&� 1�&%%! 1(. �&(! �) ).5-(!  "C>?=@D?C<=D/+(&+-�!% L+� %!)%  � ).5-(!  "&)$!(/+��!%  +)% �)!  &%P.)0$&.)O2 !) $!)+)$ 0.51$! : �+ ,.&%  !%  .))#!% L !
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�+) ! [&%P.)0$&.) µ1 µ0- � � ���������������������� ������ ������- � R ���������������������� ����	
 ������- � S ���������������������� ������ ������- � T ���������������������� ������ ������- � � ���������������������� ������ ������- � ] ���������������������� ���
�
 ������- � � ���������������������� ���
�	 ������- � ¡ ���������������������� ���

� ������- � � ���������������������� ��	��� ���
��- � � ���������������������� ���
�	 ������- � R� ���������������������� ���
�
 ������- � RR ���������������������� ���
�
 ������- � RS ���������������������� ���
�
 ������- � RT ���������������������� ������ ������- � R� ���������������������� ������ ����
�- � R] ���������������������� ������ ����
	- � R� ���������������������� ������ ���	��- � R¡ ���������������������� ������ ������- � R� ���������������������� �����
 ������- � R� ���������������������� ������ ������

��	
 ]8� � hM!51�!  !%  &%P.)0$&.)% $(.�/#!% 1.�( �+ 0�+%%! ���A@?C>A� %�( �)! &5+6! 5��$&%1!0$(+�! ! S� -+) !%8 \!% ��� (!1(#%!)$!)$ �!% &)$!(/+��!% %#�!0$&.))#%  +)% �+  &%P.)0$&.)8 �) /.&$ +11+(+�$(!/!($&0+�!5!)$ �! %1!0$(!  ! �+ 0�+%%!8 �.$.)% �!% C>?=@D?C<=D D�=<?@A 
 /&%&-�!% 1.�( �!% -+) !% ] !$ R¡8

$.�$!% �!% -+) !%O !$  !% /+�!�(% 0.)$&)�!%  ! �"!M1!($&%!8 ^!1!) +)$2 5+�6(# �+ *�+�&$#  ! �"&)&$&+�&%+$&.)2�"+4)+6! 1+( �"+�6.(&$35! #/.��$&.))+&(! !%$ )#0!%%+&(! 1.�( 1��%&!�(% (+&%.)%8 �.�$  "+-.( 2 : 0+�%!  !�+ 1+($&+�&$# &)$(. �&$! 1+( �+ /+�!�( �M#! L1+( �"�$&�&%+$!�(O  � 1+%  ! (!03!(03!8 h)%�&$!2 : 0+�%!  ! �+(#1+($&$&.) ).) 3.5.67)!  !% /+�!�(%  !% +$$(&-�$% +� %!&)  ! �"!%1+0!  ! (!03!(03!8\+ 1+($&! %�&/+)$! 1(#%!)$! �!% .1#(+$!�(% 6#)#$&*�!% *�& .)$ #$# #$� &#% 1.�( +4)!( �+ /+�!�(  !%-.()!%  !% &)$!(/+��!% !)  !3.(%  � 0+ (! (&6& ! �M# 1+( �! 1+%  ! (!03!(03!2 +&)%& *�! �!%  #0.�1!(2 %& �+(#%.��$&.) 03.&%&! 1.�( �! 1+% #$+&$ $(.1 ,+&-�!8
��
���� ���jJKl
j� �l $j���lklmK lK �l k
KJK��m

"&���jJKl
j �l $j���lklmK8[+)% _`ab2 �! 0(.&%!5!)$ !%$ �)&,.(5!8�)! 0�+%%!K !%$ %#�!0$&.))#!+� 3+%+( 2 +&)%& *�! �!% (76�!%R1,K
!$ R2,K

0.((!%1.) +)$!%  +)% �!%  !�M &) &/& �% : 0(.&%!(8 U.�( 03+*�!-+) ! j 2 �+ 0.) &$&.) C1,K,j
 ! R1,K

2 +&)%& *�! �+ 0.) &$&.) C2,K,j
 ! R2,K

.)$ �)! 1(.-+-&�&$# P0(.%% "�$(! 0(.&%#!%8 \.(%*�! �! 0(.&%!5!)$ !%$ %#�!0$&.))#2 �) &)$!(/+��! !%$ 03.&%& +�#+$.&(!5!)$  +)% 03+0�)! !% 0.) &$&.)% !$ &� !%$ #03+)6#8 h)%�&$!2 �+ �@X<EW @= W= Y DCX> !%$ +11�&*�#! %�( �!% (76�!% 5. &�#!%8
"&���jJKl
j �l k
KJK��m8 ^!$ .1#(+$!�( !%$ +11�&*�# %�( �+ 1.1��+$&.) !) ,.)0$&.)  "�)! 1(.-+F-&�&$# P5�$  .))#!8 g� !%$ 1(#%!)$ : $(.&% )&/!+�M Q +� )&/!+�  "�)! 0.) &$&.) 0.51�7$!2  "�) &)$!(/+��!.�  !% -.()!%  "�) &)$!(/+��!8\+ 5�$+$&.)  "�)! 0.) &$&.) 0.51�7$! 0.)%&%$! : %�11(&5!(2 1.�( �)! (76�!  .))#!2 �+ 0.) &$&.)0.((!%1.) +)$ : �"�)!  !% -+) !% +/!0 �)! 1(.-+-&�&$# P5�$20.) 8 U��%&!�(% &)$#(�$% Q �+ %&51�&�0+$&.) ! �+ (76�!2 �+ 6#)#(+�&%+$&.)2 !$ �"#1�(+$&.) L�"+�6.(&$35! 0.)%& 7(! 0!$$! -+) ! 0.55! -(�&$#! .� 1+�/(!!) &),.(5+$&.)%O8\! %!0.) $;1!  ! 5�$+$&.) 0.)%&%$! : %#�!0$&.))!( +/!0 �)! 1(.-+-&�&$# P5�$2&)$ �) &)$!(/+��!  +)%�"�)!  !% 0.) &$&.)% C 1�&% : �"#�&5&)!(2 : �! 0.�1!( !)  !�M2 : �! (!51�+0!( %& �! ).5-(!  "&)$!(/+��!%+�$.(&%#% 1.�( 0!$$! (76�! 1+($&0��&7(! + #$# +$$!&)$2 .� : +P.�$!( �) &)$!(/+��!  +)% C 8 \!  #0.�1+6!  "�)
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&)$!(/+��! 0.)%&%$! : 03.&%&( �) 1.&)$  ! 0.�1! +�#+$.&(!5!)$ 1�&% : �!% %#1+(!( %& �!�( $+&��! !%$ %�4%+55!)$�+(6! L1+( !M!51�!2 [10; 100] !%$  #0.�1# !)  !�M &)$!(/+��!% ).) 0.)%#0�$&,% [10; 15]∧ [17; 100] 5+&% [1; 3]!%$  #0.�1# !) [1; 2] ∧ [2; 3]O8 �.) &)$#(�$ !%$  "!M1�.(!( �!% /+�!�(% 0.)$&)�!%  � %1!0$(! !)F !%%.�%  ! �+(#%.��$&.)  � 1+%  ! (!03!(03!  ! �".1#(+$!�(  "&)&$&+�&%+$&.)8h)�)2 �+ 5�$+$&.)  !% -.()!%  "�) &)$!(/+��! +/!0 �)! 1(.-+-&�&$# P5�$2-.()! 5. &�! �!%  !�M -.()!%1+( 6�&%%!5!)$ LDVCY ?O2 #�+(6&%%!5!)$ .� 5. &�0+$&.)  "�)! %!��!  !%  !�M -.()!%  ! �+ ,+�.) %�&/+)$!8�.&$ ω1

!$ ω2
 !�M /+(&+-�!% +�#+$.&(!% (#!��!%  +)% �"&)$!(/+��! [0; 1]8 �.&$ α �+ *�+)$&$#  ! -(�&$ +P.�$#2 β�"+�65!)$+$&.)  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!% !$ γ �! 6�&%%!5!)$  !% &)$!(/+��!%8 �) &)$!(/+��! [a; b] !%$ 5. &�#+�#+$.&(!5!)$ !) [a′′′; b′′′] 0.55! %�&$ Q

L+P.�$  ! -(�&$O
l = α(b− a) a′ = (a− l) + 2ω1l b′ = (b− l) + 2ω2l

L]8RRO
L+�65!)$+$&.) .� (# �0$&.) 0!)$(#!  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!%O

a′′ = (a′+b′)
2 − β(b′−a′)

2 b′′ = (a′+b′)
2 + β(b′−a′)

2

L]8RSO
L6�&%%!5!)$ : 6+�03! .� :  (.&$!O

a′′′ = a′′ + γ(b′′ − a′′) b′′′ = b′′ + γ(b′′ − a′′)
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2 1�&% 0!$ +(-(! !%$ $(+)%,.(5# !) �) +(-(! 13#).$;1&*�! AP
0.((!%1.) +)$ : �+,.(5��!  ! 0+�0�� 1(.1(!5!)$  &$!8 \"+(-(! AP

!%$ .-$!)� !) (!51�+�+)$ $.�$ %.�%F+(-(! 6#).$;1&*�! A′
G0.)$!)+)$ �) %.55!$X !$ N+1

-(+)03!% 1+( �) %.�%F+(-(! 13#).$;1&*�!A′
P
 .)$ �! %.55!$ 0.((!%1.) : �+ 1(!5&7(! -(+)03!  ! A′

G

L(!1(#%!)$+)$ �)! ,.)0$&.)  "+(&$# N O !$  .)$ �!% N -(+)03!% 0.((!%1.) !)$+�M -(+)03!% 2 : N + 1  ! �"+(-(! A′
G
8 \"+(-(! 13#).$;1&*�! 0.51�!$ !%$ .-$!)� !) !'!0$�+)$ $.�% �!%(!51�+0!5!)$% )#0!%%+&(!%8 \+ �6�(! ]8RR &���%$(! �)! $!��! 1(.0# �(!8 [+)% 0!$$! 1(.0# �(!2 �+ 6(+55+&(!)"!%$ 1��% )#0!%%+&(!8 \+ 1(!5&7(! -(+)03!  ! 03+*�! )f� !%$ 0.)%& #(#! 0.55! �+ ,.)0$&.) !$ �!%-(+)03!% %�&/+)$!% %!% +(6�5!)$%8
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 HAUTEUR(X ) - Sous-fonction de calcul de la hauteur minimale d’un symbole X
 NOTE - H(X) est un paramètre du symbole X

���� h := ∞�� ! <VA
 = WCD"X><?CX> D W= BA @#
B= X $%�!&���� hc := 0�� ! <VA
 = <X>"X><?CX> C W= D $%�!&
hc := '�(

(hc,H(C)))* �� !
h := '�+

(h, hc))* �� !,�-��-�.
X / 01 h+ 122222222222222223

 TAILLE(X ) - Sous-fonction de calcul de la taille minimale d’un arbre créé par la dérivation d’un
symbole X
 NOTE - T (X) est un paramètre du symbole X���� s = ∞�� ! <VA
 = WCD"X><?CX> D W= BA @#
B= X $%�!&���� sc = 0�� ! <VA
 = <X>"X><?CX> C W= D $%�!&

sc = sc+ T (C))* �� !
s = '�+

(s, sc))* �� !
������.

X / 01 s22222222222222223
 PARAMÈTRE - La liste des symboles L = Vt ∪ Vn d’une grammaire G
 RÉSULTATS - La hauteur et la taille minimale de chacun des symboles de L (grammaire
paramétrée)�� ! <VA
 = D���XB= X W= L $%�!&�� X =D? ?=@�C>AB %4�!�

H(X) = 0
T (X) = 1��*�*
H(X) = ∞
T (X) = ∞)* ��)* �� !

!5�5�&!
�� ! <VA
 = D���XB= X >X> ?=@�C>AB W= L $%�!&
H(X) 01 ,�-��-�.

X /
T (X) 01 ������.

X /)* �� !6 �7 89 :& 7 & B=D �A@A�#?@=D W=D D���XB=D W= L AC=>? <X>�=@
E;=>�XC= BA 
@A��AC@= �A@A�E?@E=
<4=�!��>?& @A �X><?CX> B+��CD�����E
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6
789

:;<89 =>?@
:;<A6B C3D@EF =>?@

:;<A6B C3D@EF =>?@
:;<A6B C3D@EF :;GH<7I

:;CJ7G9 :;K9L :;M67 :;M67

:;CJ7G9 :;K9L :;M67 :;M67
:;CJ7G9 :;K9L :;M67 :;M67

NOPQRSRTPUPVWOXQ YZUR[RQ \VOUY ]

Q̂O_WVQ àbc dV eO_QfPQeR XQPRWVd URgehQOPd ijklkmn
QdP fWhSRVd XUOd YQd VOPQR_UYYQd oijp>3kjpqrn k ilp>3klpqrnk imp>3kmpqrns

:;<89
:;<A6B

:;CJ7G9
:;K9L :;M67 :;M67

:;<A6B
:;CJ7G9

:;K9L :;M67 :;M67
:;<A6B

:;CJ7G9
:;K9L :;M67 :;M67

:;GH<7I

��	
 ]8RS � �(+55+&(! �$&�&%+)$ �".1#(+$!�( .1U���8

S → E
E → OEE | V
O → opADD | opMUL
V → opARG | opCST | 5.34

�;5-.�! �L�;5-.�!O �L�;5-.�!O
� T Rh S R
� R R
! R R.1�[[ � R.1��\ � R.1��� � R.1^�� � R]8T� � R

��	
 ]8RT � hM!51�!  "�)! 6(+55+&(! !$  ! %.) 1+(+5#$(+6!8
�"+�6.(&$35! !%$ �) +(-(! 6#).$;1&*�! 0.51�!$ .� �) %.�%F+(-(! *�& 1!�$ �$(! &)$#6(#  +)% �) +(-(! 1��%/+%$!2  .)$ �! $.�$ %!(+ : 0.)/!($&( !) +(-(! 13#).$;1&*�! +/+)$ �"#/+��+$&.)  ! �"&) &/& �8 \"+�6.(&$35!,.)0$&.))! !) 0.)$(+&)$! !M+0$!2 0"!%$F:F &(! *�! �+ $+&��! %1#0&�#! 1+( �"�$&�&%+$!�( !) ).5-(!  ! )f� %%!(+ $.�P.�(% (!%1!0$#! +� 5&!�M8 �& �"�$&�&%+$!�( 03.&%&$ 1+( !M!51�! �)! $+&��! 1+&(! N 2 !$ *�! �+ 6(+5F5+&(! )! 1!�$ 1(. �&(! *�!  !% +(-(!%  .)$ �+ $+&��! !%$ &51+&(!2 &� ; + �)! 1(.-+-&�&$#  ! �8] *�"�)&) &/& �  ! $+&��! N − 1 %.&$ 1(. �&$2  ! �+ 5�5! ,+�.) *�! 1.�( �) &) &/& �  ! $+&��! N + 1 8 U.�( �)!/+�!�( )���! .� )#6+$&/!2 �"+(-(! 1(. �&$ %!(+ �! 1��% 1!$&$ 1.%%&-�!8 �& �"�$&�&%+$!�( %.�3+&$!  !% $+&��!% &/!(%!%2 &�  .&$ 03.&%&( �)! 1�+6!  ! /+�!�(% + 5&%%&-�!%8 �)! /+�!�(  +)% 0!$$! 1�+6! !%$ +�.(% %#�!0$&.))#! ! 5+)&7(! +�#+$.&(! 1�&% 1+%%#! !) 1+(+57$(!  ! �"+�6.(&$35!8 ^!��&F0& !%$ +11!�# +�$+)$  ! ,.&% *�"&� !%$)#0!%%+&(! 1.�( 0.)%$&$�!( %.&$ �) &) &/& �2 %.&$ �) 1..� 0.51�!$8 �&)%&2 &� !%$ 1.%%&-�!  ".-$!)&( �) 1..� .)$ �+ $+&��!  !% +(-(!% 1!�$ �$(! %1#0&�#! 1+(  &'#(!)$!% ,.)0$&.)%  ! 1(.-+-&�&$# Q 0.)%$+)$!%2 �&)#+&(!%26+�%%&!))!%2 !$08\+  #$!(5&)+$&.)  � %;5-.�! ).) $!(5&)+� :  #(&/!( �.(%*�! �"+(-(!  !  #(&/+$&.) +0$�!� !) 0.)$&!)$1��%&!�(%2 0"!%$F:F &(! �! %$;�!  !  #(&/+$&.) (!$!)�2 )"!%$ )& 1+( �+ 6+�03! LB=Y ?�XD? W=@C�A?CX>O2 )& 1+( �+ (.&$! L@C
V?�XD? W=@C�A?CX>O8 h) ,+&$2 ).�% +/.)% .-$!)� �!% 5!&��!�(% (#%��$+$% !) 03.&%&%%+)$ : 03+*�!,.&%  ! 5+)&7(! +�#+$.&(! �! %;5-.�! ).) $!(5&)+�  +)% �"+(-(! !) 0.�(%  !  #(&/+$&.)8 [! 1��%2 0!�+ 6+(+)$&$
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 PARAMÈTRES - Une grammaire paramétrée G, un symbole non terminal A de départ, la taille ou
la hauteur fask souhaitée pour l’arbre
 RÉSULTAT - L’individu créé
 f est le critère à optimiser sur un symbole X , soit H(X), soit T (X)
 CHOIX(L) est une fonction qui choisi de manière uniformément aléatoire un élément de
l’ensemble L
 ψ(n) est une fonction renvoyant la probabilité de sélection d’un symbole en fonction de la taille de
dépassement estimée n pour le critère retenu f (différence entre la taille minimale prévue et la taille
souhaitée)

���� R  > A@�@= W= DX��=? A�%*� 7 & R <X>?C=>? �X @ Y = CBB=  > D���XB= >X> ?=@�C>AB $%�!&���� L BA BCD?= W=D Y = CBB=D W= B �A@�@= R���� fmin 01 ��� ! <VA
 = D���XB= X W= L $%�!&
fmin 01 fmin + f(X))* �� !

���� Lnt

BA BCD?= W=D D���XB=D >X> ?=@�C>A 
 W= L���� T 01 	���(
Lnt��� ! <VA
 = WCD"X><?CX> Di

W= BA �A@?C= W@XC?= W= BA @#
B= T $%�!&���� fadd 01 f(Di)���� fsub 01 f(T )
Di,suppl 01 fmin + fadd − fsub − fask

Di,proba 01 ψ(Di,suppl))* �� !
�VXCDC@  >= WCD"X><?CX> D ∈ D1, . . . , Dn

W= BA @#
B= T =>  ?CBCDA>? B=D �@X�A�CBC?ED W= DEB=<?CX> Dproba���� Rins
 > A@�@= W= DX��=? T =? WX>? <VA
 = �@A><V= =D? B � >= W=D <X>"X><?CX>D W= J;=�� BA<=@ WA>D B �A@�@= R B= D���XB= T �A@ B= DX D�A@�@= Rins)* �%*� 7 &;=>�X�=@ R�  > A@�@= W= DX��=? A WX>? B=D Y = CBB=D DX>? W=D D���XB=D ?=@�C>A 


<4=�!��>?& �A �X><?CX> 	�
����+�����

�.�% +/.)% %#�!0$&.))# 1��%&!�(% ,.)0$&.)% 1(.-+-&�&%$!% 1.�( ψ(n)
L+�6.(&$35! �]O *�& 1(#%!)$+&!)$ !% 1(.1(&#$#% &)$#(!%%+)$!% +� )&/!+�  ! �!�(% $+-�!+�M  ! /+(&+$&.)%8 U+( !M!51�!2 ).�% +/.)% $!%$#

ψ(n) = 1
a+|n|

!$ ψ(n) = e−
(a∗n2)

b
2 +/!0 a, b 0.)%$+)$!%8 ^!��! (!$!)�! 1.�( %!% -.))!% *�+�&$#%  ! %#�!0$&.),�$ ψ(n) = e−

(2∗n2)
5.2

8
��
���� ���jJKl
j �l $j���lklmK

\".1#(+$!�( 1(.1.%# 1.�( 0(.&%!(  !�M +(-(!% 6#)#$&*�!% !%$ -+%# %�( �!%  !�M ,+&$% %�&/+)$% Q
� �!% &) &/& �%  .&/!)$ (!%$!( 0.3#(!)$% : �+ %.($&!  ! �".1#(+$!�(8�.$+55!)$ �!% (76�!%  ! 6(+55+&(!%!(.)$ $.�P.�(% (!%1!0$#!% +&)%& *�! �!% +(&$#%  !% )f� % L�) .1#(+$!�( $!(5&)+� )!  .&$ P+5+&%03+)6!(  "+(&$#O2
� �+ 1(.-+-&�&$#  ! %#�!0$&.)  ! 03+0�)  !% )f� %  .&$ �$(! & !)$&*�!8 ��5! %&  +)% �+ (#+�&$#2 �!%
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� �"+�6.(&$35!  .&$ +11.($!( �)! 6+(+)$&! *�": �+ �)  ! �"+11�&0+$&.)  ! �".1#(+$!�( 6#)#$&*�!2 �! .��!% !),+)$% (#%��$+)$L%O  !/(.)$ �$(!  &'#(!)$%  !% 1+(!)$%8�) )! $(+/+&��! *�! %�( �+  !%0(&1$&.) 6#).$;1&*�!  !% +(-(!%8 9 �+ �)  ! �"+11�&0+$&.)  ! �".1#(+$!�(6#)#$&*�!2 �!% +(-(!% (#%��$+)$ %.)$ 0.)/!($&% !) +(-(!% 13#).$;1&*�!% !$ &)%#(#%  +)% �+ ).�/!��! 1.1�F�+$&.)8 \"�$&�&%+$&.)  !% +(-(!% 6#).$;1&*�!% 6+(+)$&$ �!% $(.&% 1.&)$% 0&F !%%�%8 U+( !M!51�!2 �"#03+)6! !  !�M %.�%F+(-(!%2 5�5!  #(&/+)$  "�) .1#(+$!�( $!(5&)+� & !)$&*�!2 )! %.)$ 1+% ,.(0#5!)$ #03+)F6!+-�!% %"&�% )! %.)$ 1+%  +)% �! 5�5! <X>?=
?= 6(+55+$&0+�2 0"!%$F:F &(! %"&�%  #(&/!)$  !  !�M (76�!%  !6(+55+&(!%  &%$&)0$!%8\"+�6.(&$35! �� 1(#%!)$! �! ,.)0$&.))!5!)$  ! �".1#(+$!�(  ! 0(.&%!5!)$8
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 PARAMÈTRES - A1 et A2 sont les deux arbres génotypiques à croiser
 RÉSULTATS - A′

1 et A′
2 sont les deux arbres génotypiques obtenus

 S(A) est une fonction qui renvoie la liste des symboles left-defined de la grammaire G définis
dans l’arbre A
 DERIV(A,X) est une fonction qui renvoie la liste des nœuds de l’arbre A correspondant au
symbole X
 CHOIX(L) est une fonction qui choisi de manière uniformément aléatoire un élément de
l’ensemble L
 CHERCHEFILS(A,n) est une fonction qui renvoie le fils numéro n du nœud A
 X est un symbole de la grammaire
 n1 et n2 sont des nœuds d’arbres génotypiques

�� ! <VA
 = A@�@= A ∈ {A1, A2} $%�!&�%*� 7 & �����E

A� 1 � $%�!&

A 01 	���������E
A� ��)* �%*� 7 &)* �� !
���� L := S(A1) ∩ S(A2)���� X := 	���((L)���� N1 := �����(A1, X)���� N2 := �����(A2, X)���� n1 := 	���((N1)���� n2 := 	���((N2)
� �<VA>
=@ n1

=? n2
WA>D B=D A@�@=D A1

=? A2
� ;=>�X�=@ B=D A@�@=D @ED B?A>?D A′

1
=? A′

2

<4=�!��>?& �A �X><?CX> 	���E���+�
\! %!�� 0+% 1.�( �!*�!� �!% !),+)$% %!(+&!)$ & !)$&*�!% +�M 1+(!)$% !%$ �! 0+%  "�) +(-(! 6#).$;1&*�!��&,.(5!8 ^!0& 0.((!%1.) : �)! 6(+55+&(! 0.)%$&$�#!  "�) %!�� %;5-.�! $!(5&)+�2 +�$(!5!)$  &$ �"+(-(!13#).$;1&*�! 0.((!%1.) +)$ !%$ 0.)%$&$�#  "�) %!�� %;5-.�!8 [+)% 0! 0+%2 �! 0(.&%!5!)$ )! 1!�$ 1+% ,+&(!5&!�M *�!  "#03+)6!( 0! %;5-.�! +/!0 �"�)  !% %;5-.�!% 0.((!%1.) +)$  ! �"+�$(! 1+(!)$2 !) 6+(+)$&%%+)$�! (!%1!0$  ! �+ 6(+55+&(!8 �1(7% �".1#(+$&.)  ! 0(.&%!5!)$2 &� !%$ 1.%%&-�! *�! �! 0(&$7(!  ! $+&��! 5.;!))! !% +(-(!% )! %.&$ 1��% (!%1!0$#8 ^! 0(&$7(! &)$!(/&!)$ +�.(% A �XD?=@CX@C  +)% �+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.)8\!% 1+(+57$(!%  #�)&% 1+( �"�$&�&%+$!�( L.�$(! �+ 6(+55+&(!O %.)$ 1!� ).5-(!�M Q
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[+)% b`cde2 �)! )&03! !%$  #�)&! : 1+($&(  ! �+ ).$&.)  ! %03#5+ 0.))�! 1.�( �!% ��  !1�&% �!%$(+/+�M 1�-�&#%  +)% ��.��+) 2 R�¡]�8�) !)$!) 1+( �! $!(5! >C<V=2 �"!)%!5-�!  !% 0�+%%&�!�(% +11+($!)+)$: �) �XW#B=  .))# L1+( !M!51�!2 ∗0 ∗ ∗01 : 01O 0.51(!)+)$ �!% 0.) &$&.)% !$ �"+0$&.)  � 0�+%%&�!�(8 �)0�+%%&�!�( +11+($&!)$ : �)! )&03! %"&� !%$ +� 5.&)% +�%%& %1#0&�*�! *�! �! 5. 7�!2 �!% -&$% &)%$+)0&#% !$�"+0$&.)  !/+)$ �$(! & !)$&*�!%8 U+( !M!51�!2 �!% 0�+%%&�!�(% #0##01 : 01 !$ #01001 : 01 +11+($&!))! :�+ )&03!  ! 5. 7�! ∗0 ∗ ∗01 : 01 8 �) +11!��! C>D?A><= �"�)  !% 0�+%%&�!�(% *�& ,+&$ 1+($&!  "�)! >C<V=8\"#$� !  !% )&03!% L!$ ).$+55!)$  ! �!�( $+&��! 1+( (+11.($ : �) 5. 7�!O )#0!%%&$!  ! ,+&(! �"&)/!)$+&(! ! �+ $.$+�&$#  !% )&03!% 1.�( �) 1(.-�75!  .))#8 g� + #$# 5.)$(#  +)% ���$� !$ +�82 S���� *�"&� !%$ 1��% ,+0&�! !  #$!(5&)!( �!% )&03!% : 1+($&(  ! �+ %1#0&�0+$&.) 0.51�7$!  "�) 1(.-�75!2 *�"A �XD?=@CX@C2 0"!%$F:F &(!�)&*�!5!)$ : 1+($&(  "�)! 1.1��+$&.) �)+�!2 0! *�! ).�% %.�3+&$.)% ,+&(! &0& 1�&%*�"�)! $!��! %1#0&�0+$&.))"!%$ 1+% (#+�&%+-�! !) $#�# #$!0$&.)8[+)% �! 0+ (!  � 1(.-�75!  ! �+ $#�# #$!0$&.)2 ).�%  !/.)% 0.55!)0!( 1+( (! #�)&( �! 0.)0!1$  !)&03!  +)% �! 0+ (!  !  .))#!% (#!��!%2 1�&%*�"!��!% )! 1!�/!)$ 1��% �$(! (!1(#%!)$#!% 1+(  !% 03+�)!%-&)+&(!%8
����� ��������� ����� ����� ���� �����

[+)% �"+�6.(&$35! b`cde $(+ &$&.))!�2 �"!)%!5-�!  !% )&03!% 1!(5!$  !  #�)&( �+ %.��$&.) �+ 1��%6#)#(+�! : �) 1(.-�75!  .))#8�.�$! �"&),.(5+$&.)  .&$ 1.�/.&( �$(! 5. #�&%#! 1+( �!% )&03!% L1+( !M!51�!21.�( �! 1(.-�75!  � RRF5��$&1�!M!�(  #0(&$  +)% ���$� !$ +�82 S����2 �+ %.��$&.) !%$ (!1(#%!)$+-�! 1+(!M+0$!5!)$ TS )&03!%O !$ +�0�)! &),.(5+$&.) %�11�#5!)$+&(! )!  .&$ �$(! %$.0�#! L1+%  ! -&$% &)%$+)0&#%&)�$&�!5!)$O8 ^!1!) +)$2 &� 1!�$ ; +/.&(  !% (!0.�/(!5!)$% %& �+ (!1(#%!)$+$&.)  ! �+ %.��$&.) �"&51�&*�!8U+( !M!51�!2  +)% �! 1(.-�75! 0+(
k
2� �!% 5. 7�!% 000 ∗ ∗∗ : 0 !$ 00 ∗ ∗0∗ : 0 %! (!0.�/(!)$8N.(5!��!5!)$2 �)! )&03! !%$ 0.)%$(�&$! %�( �! 5. 7�! %�&/+)$ Q
M(1) M(2) . . . M(n) : action

L�8SO
. 03+*�! 0.) &$&.)M(i) !%$ �) 0+(+0$7(!  ! �"+�13+-!$ ��2 R2��  +)% �! 0+%  "�)! )&03!  ! %#*�!)0!%-&)+&(!% !$ �) &)$!(/+��! [M(i)min;M(i)max]  ! /+�!�(% (#!��!%  +)% ).$(! 0+%8�& �+ /+�!�(  !M(i)max −M(i)min

!%$ ,+&-�!2 .) !%$ !) 1(#%!)0!  "�)! 0.) &$&.) : D�E<C	<C?E #�!/#!8[+)% �! 0+% 0.)$(+&(!2 .) !%$ !) 1(#%!)0!  "�)! 0.) &$&.) 6#)#(&*�! L0.((!%1.) +)$ +� 0+(+0$7(! "X�=@ +)% �! ,.(5+�&%5! .(&6&)+�O8
����� ��������� �� �������������� ���� ���������� � ��� �����

\+ ,.)0$&.)  "+11+($!)+)0! !%$  #�)&! 1+( C ×M → {?@ =, Y ABD=} 2 . C !%$ �"!%1+0!  !% 0�+%%&�!�(%!$ M �"!%1+0!  !% )&03!%8 U.�( *�"�) 0�+%%&�!�( +11+($&!))! : �)! )&03!2 &� ,+�$ *�"&� %.&$ +�%%& %1#0&�*�!*�! 0!��!F0&8 �& C(i) !%$ �+ 0.) &$&.) i  � 0�+%%&�!�( C !$ M(i) �+ 0.) &$&.) i  � 5. 7�! M 2 �+ ,.)0$&.) "+11+($!)+)0!  ! C :M !%$ /(+&! �.(%*�! �!% +0$&.)% %1#0&�#!% %.)$ & !)$&*�!% !$ *�! Ci
!%$ &)0��% L).)%$(&0$!5!)$O  +)%M(i) 1.�( $.�$ i 8U+( !M!51�!2 %& ).�%  #�)&%%.)% �) 5. 7�!M 1+( [2; 4][7; 9][1; 9] : 10 2 �! 0�+%%&�!�(C1
�
[2; 4][7; 7][1; 9] :

10 � +11+($&!)$ :M 0+( &� !%$ 1��% %1#0&�*�! %�( �+ 0.) &$&.) C1(2) !$ �! 0�+%%&�!�( C2
�

[3; 3][8; 8][5; 5] :
10 � +11+($&!)$ ��& +�%%& :M 0+( &� !%$ 1��% %1#0&�*�! %�( $.�$!% �!% 0.) &$&.)%8 U+( 0.)$(!2 �! 0�+%%&�!�(
C3

�
[2; 4][5; 9][1; 9] : 10 � )"+11+($&!)$ 1+% :M 8
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\!% )&03!% !$ �!�(% (!�+$&.)% L5. 7�!%  ! )&03!%O )! 1!�/!)$ 1+% �$(!  #$!(5&)#!% �.(%*�! �".) )! ,+&$+�0�)! %�11.%&$&.) A �@CX@C %�( �+ %$(�0$�(! &)$!()!  !% %.��$&.)%  � 1(.-�75! 1.%#2 0.55! 0"!%$ �! 0+%!) 6#)#(+�  +)% �! 0+ (!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) 3;1!(%1!0$(+�!8 U.�( !M$(+&(! �!% 5. 7�!%  ! )&03!%  "�)!1.1��+$&.)  ! 0�+%%&�!�(% +11(&%!2 ).�% +/.)% #5&% �!%  !�M 3;1.$37%!% %�&/+)$!% Q�CD<@C�C>A?CX> W=D <BADDC	= @D ����8 ^!($+&)% 0�+%%&�!�(%  +)% �+ 1.1��+$&.) P 1!�/!)$ �$(! 1(&%1.�( 5. 7�!  ! )&03!% !$  "+�$(!% 0�+%%&�!�(%  ! �+ 5�5! 1.1��+$&.) +11+($&!))!)$ : 0!% )&03!%8 �.�%+/.)%  .)0  !�M %.�%F1.1��+$&.)%2 Pmodel
!$ Pcontent

2 ,.(5+)$ �)! 1+($&$&.)  ! P 8
�@C?#@= W= <X>	A><= ����8 g� ; + +%%!�  ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!%  +)% �+ 1.1��+$&.) !$ *�& +11+(F$&!))!)$ : 0!% )&03!% 1.�( 5!$$(! !) /+�!�( 0!% 5. 7�!%8 �& �+ 	 ?>=DD  !% )&03!% !%$ #�!/#!2 0!��!%F0& %.)$1(.03!%  !% 5. 7�!%  ! )&03!% .1$&5+�M8[+)% 0! 0+%2 �+  #0.�/!($!  !% )&03!% 1!�$ %! ,+&(! !) ,.(5+)$  !% 0.�1�!%  ! 0�+%%&�!�(% (C,M) +)% �!%*�!�%M (!1(#%!)$!(+&$ �! 5. 7�! !$ C �! 0�+%%&�!�( *�& +11+($&!) (+&$ +� 5. 7�!8 g� )! (!%$! +�.(%1��% *�": 0.51+(!( �!% 0�+%%&�!�(%  !�M :  !�M 1.�(  #0.�/(&( �!% )&03!% L3;1.$37%! �RO8 \+ 0.)�+)0! !% 5. 7�!% +&)%& .-$!)�% !%$  # �&$!  � ).5-(!  ! 0�+%%&�!�(% +11+($!)+)$ : 03+*�! )&03!8 �)! -.))!0.)�+)0!  +)% �! 5. 7�! �)+� !%$ .-$!)�! �.(%*�! �"3;1.$37%! �S !%$ /#(&�#!8hM+5&).)% �+ /&+-&�&$#  ! 0!% 3;1.$37%!%8 �R %! /#(&�! 1+( �+ )+$�(! 5�5!  ! b`cde Q �! -�$ ! �"+�6.(&$35! !%$  !  #0.�/(&( �)! 1.1��+$&.) 0.51.($+)$  !% )&03!% .1$&5+�!% !$  .)$ �! 1!�1�!5!)$1+( )&03! L).5-(!  ! (!1(#%!)$+)$% 1+( )&03!O !%$ 5+M&5+�8 �&)%&2 �+ 1+($&$&.) Pcontent

!%$ 0.)%$&$�#! ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!% 0(##% 1+( �! �X�=@C>
 ��=@A?X@8 �S !%$ 1!�$ �$(! �) 1!� ,.($!8 \+ 1(.1.($&.) ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!%  +)% b`cde !%$ (!�+$&/!5!)$ ,+&-�! 1�&%*�"&�% %.)$ #�&5&)#% 1+( �"�� ��&�%.)2R����8�) 0!($+&) ).5-(!  ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!% 1!�/!)$ 0!1!) +)$ �$(! 0(##% 1+( �! �X�=@C>
 ��=@A?X@.� �"�� !) +P�%$+)$ 0!($+&)% 1+(+57$(!% L1+( !M!51�!2 θGA
2 WX�=>=@ABC�A?CX>� ?A?CX>2 WX>?�A@=�@X� !$

θSub
2  !% 1+(+57$(!% 0�+%%&*�!%  ! b`c ���$� !$ �&�%.)2 S��S�O8

����� ���������� �� ������ � ���	
�����

U.�( $!%$!( �"+11+($!)+)0!  "�) 0�+%%&�!�( : �)! )&03! (!1(#%!)$#! 1+( �) +�$(! 0�+%%&�!�(2 ).�%+/.)% �$&�&%# �"+�6.(&$35! �¡8 \+ ,.)0$&.) 
���+	E�� 1(!)  !�M 0�+%%&�!�(% C !$ M !) 1+(+57$(! !$(!)/.&! �@AC %& C !%$ &)0��%  +)% M 8h) .( .))+)$  !�M 0�+%%&�!�(%2 0!$$! ,.)0$&.)  #�)&$ %�( �)! 1.1��+$&.) 0.51�7$! �)! (!�+$&.)  ".( (!1+($&!�8 ^!$$! (!�+$&.) 1!(5!$  ! (!$(+ �&(! 6(+13&*�!5!)$ �+ 1.1��+$&.) !) �) 6(+13! +0;0�&*�! L.(&!)$#2%+)% 0&(0�&$O Ga
2  +)% �!*�!� 03+*�! %.55!$ (!1(#%!)$! �) 0�+%%&�!�(8 \!% +(0%  ! Ga

1!�/!)$ �$(! /�%0.55!  #�)&%%+)$ �)! (!�+$&.) !)$(! �) 0�+%%&�!�( !$ %+ )&03!8 \+ )&03! �+ 1��% 6#)#(+�! !%$  .)0 0!��!*�& %! $(.�/! .( .))#! +/+)$ $.�$!% �!% +�$(!%2  +)% �) %.�%F6(+13! 0.))!M!  .))#8 �.�% +/.)%  .)0 #/!�.11# �)! (!1(#%!)$+$&.) 6(+13&*�! 1.�( /&%�+�&%!( 0!% 6(+13!%8 �) !M!51�!  "�) $!� 6(+13! !%$(!1(#%!)$# %�( �+ �6�(! �8T8 ^3+*�! )f� ,+&$ (#,#(!)0! : �) 0�+%%&�!�(  ! �+ 1.1��+$&.) .(&6&)+�!8 \!%(!�+$&.)%  "+11+($!)+)0! ; %.)$ (!1(#%!)$#!% �)&*�!5!)$ 1.�( �!% 0�+%%&�!�(% 0.((!%1.) +)$ : �+ 0�+%%!=A  Q �! 6(+13! 0.51�!$ 0.51(!) )!�, 6(+13!% 0.))!M!%8
����� ��������� �	�����

�.�% 1.�/.)% 0.)%$+$!( *�! �! 6(+13! (#%��$+)$ !%$ 0.51�!M! : &)$!(1(#$!(  &(!0$!5!)$2 5+&%  #P:1��% %&51�! *�"�) P!�  ! 1��%&!�(% 5&��&!(%  ! 0�+%%&�!�(%8 �) +�$(! $!%$ *�& + #$# !'!0$�# 0.)%&%$+&$: 0.))+�$(! �+ ,(#*�!)0!  !% )&03!% !$ �+ (#1+($&$&.)  !% 0.�1�!% L<BADDC	= @D2 �XW#B=DO +� %!&)  ! �+1.1��+$&.)8 ^!% 0.�1�!%2 0+�0��#% 1+( �+ ,.)0$&.) 
���+	E��2 1!�/!)$ �$(! 1(#%!)$#% %.�% �+ ,.(5!  "�)!5+$(&0!  "+ P+0!)0! -&)+&(! L/.&( �+ �6�(! �8�O8 U.�( 1��%  ! 0�+($#2 �) !M$(+&$ !%$ 1(#%!)$# %�( �+ �6�(! �8]8^3+*�! �&6)! !$ 03+*�! 0.�.))! (!1(#%!)$! �) 0�+%%&�!�(8 \+ 1.1��+$&.) 0.51�7$! L0.51(!)+)$ &0& ST��0�+%%&�!�(%O 1!�$  .)0 �$(! (!1(#%!)$#! %�( �+ 5�5! �6�(!8 ��( 0!$$! �6�(!2 �) 1&M!� %&$�# %�( �+ 0.�.))!
i !$ �+ �&6)! j (!1(#%!)$! �! ,+&$ *�! �! 0�+%%&�!�( Ci

+11+($&!))! +� 5. 7�! Mj
8 \! 1&M!� !%$ (!1(#%!)$#!) -�+)0 �.(%*�! �+ (!�+$&.) !%$ ,+�%%! !$  +)% �)! 0.��!�( 0.((!%1.) +)$ : �+ 0�+%%!  ! �"!M!51�! �.(%*�!�+ (!�+$&.) !%$ /#(&�#!8
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 PARAMÈTRES - C est le classifieur à tester et M le modèle correspondant
 RÉSULTAT - vrai si l’appartenance est vérifiée, faux sinon

�� C 
A<?CX> 6= M 
A<?CX> %4�!�;=>�X�=@ �J
�)* ��
�� ! <VA
 = <X>WC?CX> C(i)

W= C =?M(i)
W=M $%�!&��M(i) =D?  >= <X>WC?CX> P.�!( � (M(i)max −M(i)min) > seuil %4�!��ADD=@ � BA <X>WC?CX> D C�A>?=

��*�*
�� C(i)min < M(i)min %4�!�;=>�X�=@ �J
�
��*�*
��M(i)max < C(i)max %4�!�;=>�X�=@ �J
�
��*�*
�ADD=@ � BA <X>WC?CX> D C�A>?=)* ��)* ��)* ��)* �� !� �CB >�� A � B D W= <X>WC?CX>D � ?=D?=@� @=>�X�=@ 'jJ�

<4=�!��>?& �A �X><?CX> 
���+	E��
C � M �
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 �8T � �!1(#%!)$+$&.)  !% (!�+$&.)%  "+11+($!)+)0! %.�% �+ ,.(5!  ! 6(+13!8
^! $!%$ ).�% + 0.) �&$% : 0.)%& #(!( �!% (!�+$&.)%  "+ P+0!)0!% .-$!)�!% 0.55! #$+)$ $(7% 0.51�!M!%: &)$!(1(#$!( 3�5+&)!5!)$8 [! ).5-(!�M 0�+%%&�!�(% %! (!0.�/(!)$ 1+($&!��!5!)$ !$ 1.�( (!�&!(  !�M0�+%%&�!�(%  � 6(+13!2 &� !M&%$! 1��%&!�(% <V=�C>D 1.%%&-�!%8�) +�6.(&$35! + +�.(% #$# 0.)�� 1.�(  #$!0$!(!$ #�&5&)!( �!% +(0% %�11�#5!)$+&(!%  � 6(+13!Ga

2 0"!%$F:F &(! �!% +(0% &)0��%  +)%  !% 03!5&)% ).)  &(!0$%8\"+�6.(&$35! �� 1(!) !) 1+(+57$(!  !�M )f� % A !$ B !$ (!)/.&! �@AC %& �!% )f� % )! %.)$ (!�&#% *�!1+( �) %!�� 03!5&)8 \"+�6.(&$35! �� + +�.(% #$#  #�)& 1.�( %&51�&�!( �! 6(+13!8\+ �6�(! �8� 5.)$(!  !�M !M$(+&$% %&51�&�#%  ! �+ 5+$(&0!  "+ P+0!)0! 1(#%!)$#! %�( �+ �6�(! �8�8[+)% �+ �6�(! �8�2 �!% %.55!$%�  !% +(-(!% (!1(#%!)$!)$ �!% 5. 7�!%  ! )&03!% 1.�( �!% 0�+%%&�!�(% %;5F-.�&%#% 1+( �!% )f� % ��%8 \+ $.1.�.6&!  ! 0!% +(-(!% !%$ $(7% /+(&+-�!  "�)! 0�+%%! : �"+�$(!2  !1�&%  !%%$(�0$�(!% %&51�!% :  !�M )f� % P�%*�":  !% %$(�0$�(!%  "�)! 0!)$+&)!  ! )f� %8 \!% %$(�0$�(!% %.)$$.�$ : ,+&$ �&#!% : �+ 0.51�!M&$# (#!��!  !%  .))#!%2 &0&  !% 0�+%%!%  ! /#6#$+$&.) Q �!% /#6#$+$&.)% *�& %.)$%&$�#!% : �+ ,.&% !) -.( �(!  "!+� .� : 1��% 3+�$! +�$&$� ! 0.55! �! " >< D �A@C?C� D 1(#%!)$!)$ �!%%$(�0$�(!% �!% 1��% (&03!%8 �.�% %.55!% +��#% P�%*�": �"#$� !  #$+&��#!  ! 0!($+&)% 0�+%%&�!�(% 1.�( 5&!�M0.51(!) (! �"+11.($  !% 6(+13!% 1(. �&$%8 �$� &.)%2 1+( !M!51�!2 0!�M  "& !)$&�+)$% RR¡2 �T�2 ]�� !$
�S�8 \!�(% 1!(,.(5+)0!% !$ �!�(% (!�+$&.)% +� %!&)  ! �+ )&03! %.)$ (!1(#%!)$#!% %�( �! 6(+13! 0!)$(+�  !�+ �6�(! �8� !$ �!�(% 1+($&!% �<X>WC?CX>� %.)$ (!1(#%!)$#!%  ! 5+)&7(! 6(+13&*�! %�( �+ �6�(! �8¡8 \!%(!1(#%!)$+$&.)% 5.)$(!)$ 0�+&(!5!)$ *�! �! 0�+%%&�!�( RR¡ 6#)#(+�&%! �!% $(.&% +�$(!% Q 0! 0�+%%&�!�( !%$ +�%.55!$  ! %+ )&03! L�6�(! �8�O !$  !�M  ! %!% 1+($&!% �<X>WC?CX>� %.)$ 1��% 6(+) !% !$ (!0.�/(!)$ �!%0.) &$&.)%  !% +�$(!% 0�+%%&�!�(% L�!%  !�M 0.) &$&.)% %.)$ (!1(#%!)$#!% 03+0�)! %�( �) 6(+13&*�!  ! �+�6�(! �8¡O8 \!% 1!(,.(5+)0!% .-%!(/#!% %�( �+ �6�(! �8� 0.)�(5!)$ 0!�+ Q �+ 1!(,.(5+)0!  � 0�+%%&�!�(RR¡ !%$ !) !'!$ %�1#(&!�(! : 0!��!  !% +�$(!% 0�+%%&�!�(% L�8��] 0.)$(! �8¡��O8 ^!% 6(+13!% .)$ 1��%&!�(%
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 PARAMÈTRES - Ga est le graphe d’appartenance, A et B sont les deux nœuds à tester
 RÉSULTAT - vrai si A et B ne sont reliés par aucun chemin inutile, faux sinon
 SUCC(G,X) est une fonction renvoyant le successeur du nœud X dans le graphe G

���� L = {}�� ! <VA
 = >� W N W= Ga $%�!&�� N 1 C-��

Ga �A� =? N 6= B %4�!�

L 01 L ∪ �N�)* ��)* �� !�%*� 7 & |L| > 0 $%�!&�VXCDC@  > >� WM WA>D L
L 01 L \ M�� ! <VA
 = >� W N W= Ga $%�!&�� N 1 C-��


Ga �M � %4�!�
L 01 L ∪ �N�)* ��

�� N 1 B %4�!�;=>�X�=@ �J
�)* ��)* �� !)* �%*� 7 &� �CB >�� A � B D W= >� WD � ?=D?=@� @=>�X�=@ 'jJ�
<4=�!��>?& �A �X><?CX> ���	����
Ga � A� B�

��	������� ��
����
���� �� �
���� ������
�������

 PARAMÈTRE - Ga est le graphe d’appartenance
 RÉSULTAT - le graphe simplifié

���� Gb = Ga�� ! <VA
 = >� W N1
W= Gb $%�!&�� ! <VA
 = >� W N2
W= Gb

?=B 
 = N2 1 C-��

Gb �N1� $%�!&�� ���	����
Gb � N1 � N2� 1 ,+�M %4�!�� ��@C�=@ W= Gb

B �A@< =>?@=N1
=? N2)* ��)* �� !)* �� !;=>�X�=@ Gb

<4=�!��>?& �A �X><?CX> C��	��
D

Ga�
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 �8� � �!1(#%!)$+$&.)  !% (!�+$&.)%  "+11+($!)+)0! %.�% �+ ,.(5!  ! 5+$(&0!8
&)$#(�$% Q &�% +�$.(&%!)$ �)! &)$!(1(#$+$&.) 1��% +&%#!  !% (!�+$&.)% !)$(! �!% 0�+%%&�!�(% !$ 5!$$!)$ !)/+�!�(  !% 0�+%%&�!�(% *�& 1!�/!)$ �$(! 0.)%& #(#% 0.55!  !% 5. 7�!%  ! )&03!%8 g� !%$ !)%�&$! 1.%%&-�!2�.(%*�! 0!�+ %"+/7(! )#0!%%+&(!2  ! %! (+11(.03!(  "+/+)$+6!  � 5. 7�! .1$&5+� 1+( .1$&5&%+$&.) �.0+�! !% 1+(+57$(!%  !% 5!&��!�(% 5. 7�!% $(.�/#%2 1+( !M!51�! !) �$&�&%+)$ �) �� 0�+%%&*�! L? >C>
O8 �& �+%$(�0$�(!  !%  .))#!% (#/7�! �)! (!�+$&.) #1&%$+$&*�! !)$(!  !�M 67)!%� 2 .) 1!�$ ).$!( *�! �+ (!1(#%!)F$+$&.) 3&#(+(03&*�! !M1.%#! &0& )! �+ 5!$$(+ 1+% !) #/& !)0!8 h) !'!$2 1.�( �) 0�+%%&�!�(  .))# �2 %.&$�!% 0.) &$&.)% 0.((!%1.) +)$!% : N 67)!% #1&%$+$&*�!% %.)$ !)%!5-�!% 1��% �+(6!% .� 1��% #$(.&$!% *�!0!��!%  "�) 0�+%%&�!�( $#5.&) � !$  +)% 0! 0+% �!% 0�+%%&�!�(% � !$ � %!(.)$ %&$�#%  +)% �! 5�5! 6(+13! "+11+($!)+)0!8 �.&$ �!% 0.) &$&.)% 0.((!%1.) +)$!% : 0!% N 67)!%  .&/!)$ #/.��!( &) #1!) +55!)$ !$ +)% 0! 0+%2 �!% 0�+%%&�!�(% 0.((!%1.) +)$% %!(.)$ %#1+(#%  +)%  !�M 6(+13!%  &'#(!)$%8 g� !%$ 1.%%&-�!*�"�)! #$� ! 1+( 67)! !$ ).) 1��% 1+( 0�+%%&�!�( 1�&%%! (#%.� (! 0! 1(.-�75!8
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��	
 �8] � 9 6+�03! Q !M$(+&$  ! �+ 5+$(&0!  "+ P+0!)0!8 9  (.&$! Q �+ %+$�(+$&.) L0.��!�(O  ! 03+*�!1.&)$ + #$# �M#! !) ,.)0$&.)  ! �!�( *�+�&$# %�( �) P!�  ! $!%$8 U��% �! 1.&)$ !%$ %.5-(!2 1��% �! 0�+%%&�!�(0.((!%1.) +)$ !%$ 1!(,.(5+)$8

��	
 �8� � �&51�&�0+$&.)  � 6(+13!  "+11+($!)+)0! !) �$&�&%+)$ �"+�6.(&$35! �� ^3+*�! )f� &) &*�!�"& !)$&�+)$  � 0�+%%&�!�(2 �+ *�+�&$# !$ �! ).5-(!  ! /(+&% 1.%&$&,% L�� @A?=O8 \+ (!�+$&.) &) &*�#! 1+( �!%Z703!% !%$ � 0! 5. 7�! &)0��$ 0! 0�+%%&�!�( �8
����� ��������

^!$$! #$� ! 1(#%!)$! �)! $!03)&*�! 1.�( .( .))!( A �XD?=@CX@C �!% 0�+%%&�!�(%  "�) P!�  ! (76�!%+11(&%8 ^!$ .( .))+)0!5!)$ + 1!(5&%  ! $&(!( �) 0!($+&) ).5-(!  ! 0.)0��%&.)% %�( �+ 1!(,.(5+)0!  !%5. 7�!% 1+( (+11.($ : �)! 1.1��+$&.) 0.51�7$! !$ .'(! �+ 1.%%&-&�&$#  ! /&%�+�&%!( !$  "&)$!(1(#$!( �+3&#(+(03&!  !% 5. 7�!% !$  !% 0�+%%&�!�(% 1+( (+11.($ : �+ (#+�&$#  � $!((+&)8^!1!) +)$2 �)! 1+($&!  !% (#%��$+$% .-$!)�% )"+ 1+% 1� �$(! !M1�.&$#!  &(!0$!5!)$8 g� %"+6&$  !% 0�+%F%&�!�(% X@�V=BC>D .� �C�<X>>=
=D8 \!% 0�+%%&�!�(% X@�V=BC>D %.)$  !% )f� %  ! 6(+13!  !  !6(#% &)$#(&!�(!$ !M$#(&!�( )��%8 \+ �C�<X>>=
C?E  #).$!  !�M 0�+%%&�!�(%  .)$ �"�) !%$ : �+ ,.&% �XW#B= !$ C>D?A><=  !�"+�$(! Q  +)% �+ 6(+) ! 5+P.(&$#  !% 0+%2 0!% 0�+%%&�!�(%  #6#)#(#% %.)$  !�M 0�+%%&�!�(% & !)$&*�!% .-$!F)�% $+( &/!5!)$ 1+( (#1�&0+$&.) 6#)#$&*�! !$ *�& )".)$ 1+% !� �! $!51%  "#/.��!( .�  !  !�M 0�+%%&�!�(%
�6#% *�& .)$ #/.��# %#1+(#5!)$ 5+&% *�& .)$ �)+�!5!)$  .))# �&!� :  !% 6#).$;1!% %&5&�+&(!% %.�% �+1(!%%&.) 6#)#$&*�!8
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1,1090E+09
1,1095E+09
1,1100E+09
1,1105E+09
1,1110E+09
1,1115E+09
1,1120E+09
1,1125E+09
1,1130E+09
1,1135E+09
1,1140E+09

117 566 828 438
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1,1080E+09
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1,1090E+09

1,1095E+09

1,1100E+09

1,1105E+09

1,1110E+09

1,1115E+09
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 �8¡ � �$� ! 0.51+(#!  ! 1+($&!% �<X>WC?CX>�8 \! 6(+13&*�!  ! 6+�03! L(!%1!0$&/!5!)$  !  (.&$!O5.)$(! �!% 1(!5&7(!% L(!%1!0$&/!5!)$ �!% %!0.) !%O 0.) &$&.)%  ! *�+$(! 0�+%%&�!�(%  &'#(!)$%8 \!% 5+(*�!%).&(!% (!1(#%!)$!)$ �!% 0!)$(!%  !% &)$!(/+��!%8
^.)0!()+)$ �!% )&03!%2 5+�3!�(!�%!5!)$2 1!�  ! %�11.%&$&.)% 1!�/!)$ �$(! ,+&$!% : �!�( #6+( 8 �&!��!% 1(#%!)$!)$ �)! 1!(,.(5+)0! #�!/#! %�( �)! -+%!  ! $!%$ L!) �$&�&%+)$2 1+( !M!51�!2 �!% 5!%�(!%  !*�+�&$# �U�� .� ����O2 !��!% .)$  ! ,.($!% 03+)0!%  "�$(!  !% 5. 7�!%8 ^!1!) +)$2 +�0�)! &),.(5+$&.) +)% �+ 1.1��+$&.) )! 1!(5!$ (#!��!5!)$  !  # �&(! �! ,+&$ *�"!��!% �! %.)$ /(+&5!)$ .� ).)8 �) )! 1!�$ # �&(! �!�( 0+1+0&$#  ! 6#)#(+�&%+$&.)  � ).5-(!  "!M!51�!% /+�& #% 1+( 0!% 0�+%%&�!�(% 1�&%*�! �".) )!1.%%7 ! +�0�)! &),.(5+$&.) %�( �!  !6(#  ! (!1(#%!)$+$&/&$#  ! 0!% !M!51�!% 1+( (+11.($ +� 1(.-�75!1.%#8 U+( !M!51�!2 %& �) 0�+%%&�!�( X@�V=BC> +0$&/!  ! ).5-(!�M #03+)$&��.)%2 0!�+ )! %�4(+ 1+% : !),+&(! �) 0�+%%&�!�( 6#)#(&*�! Q �!% 1(.1(&#$#%  #(&/#!% : 1+($&(  ! �"#$� !  "!M!51�!% *�& %.)$ +0$&/#% 1+(�) 0�+%%&�!�(  .)$ �+ 0+1+0&$#  ! 6#)#(+�&%+$&.) )"!%$ 1+% 0.))�! )! 1!�/!)$ 1+% %!(/&( : +(6�5!)$!( %�(0!$$! 0+1+0&$#  ! 6#)#(+�&%+$&.) !��!F5�5!8

��� ����u����� �t�� u���r �r �p��s���
\"#$� ! 1(#0# !)$! +  #5.)$(# �+ 1!($&)!)0!  "�)! .1$&5&%+$&.) &)$!(/!)+)$ !) +/+�  "�) +11(!)F$&%%+6!  ! b`cde8 \!% 1(&)0&1+�M +/+)$+6!% !) %.)$ �! 6+&)  ! $!51% 1+( (+11.($ : �)! .1$&5&%+$&.)6#)#$&*�!  !% 0�+%%&�!�(%2 �)! %&51�&�0+$&.)  ! �+ -+%!  !% 0�+%%&�!�(% !) $!(5!  ! $+&��!  ! 1.1��+$&.)!$  ! (!1(#%!)$+$&.)2 5+&% +�%%& �! ,+&$ *�! �"+ +1$+$&.)  ! 0! $;1!  ! 1.%$F$(+&$!5!)$% :  "+�$(!% %;%F$75!%  ! 0�+%%&�!�(% %"!'!0$�! %+)%  &40��$#%8 ^!1!) +)$2 �)! 0(&$&*�! ,.($! *�! �".) 1!�$ + (!%%!( :0!$$! #$� ! 0.)0!()! �+ 3&#(+(03&%+$&.)  � P!�  ! (76�!% %.�% �+ ,.(5!  ! (!�+$&.)% 5. 7�!F&)%$+)0! Q !) #�)&$&/!2 1.�( 03+*�! +(-(! 0.))!M!2 %!�� �! 5. 7�! &)%0(&$ +� %.55!$ !%$ 0.)%!(/# !$ %! %�-%$&$�! :�"!)%!5-�!  !% 0�+%%&�!�(%  � (!%$!  ! �"+(-(!8 \+ $+&��!  ! �+ 1.1��+$&.) !%$ 0!($!% (# �&$! 5+&% .) 1!( -!+�0.�1  "&),.(5+$&.)% +11.($#!% 1+( �!% 0�+%%&�!�(%8 �.$+55!)$ �!�( 1.%&$&.)  +)% �+ 3&#(+(03&! +&)%&*�! �+ (#1+($&$&.)  !% &)%$+)0!%  +)% �"!%1+0!  !  #�)&$&.)  � 5. 7�! Q !) !'!$2 .) 1.�((+&$ $&(!( 1+($& ! �+ %$(�0$�(!  � DX D��XW#B= *�"&�% !)6!) (!)$8 [! 1��%2 �!% 0�+%%&�!�(% X@�V=BC>D )! %.)$ 1+% !M1�.&$#%0.((!0$!5!)$ 1�&%*�!2 5+�6(# �! ,+&$ *�"&�% %.)$ (!�+$&/!5!)$ ).5-(!�M L!)/&(.) ���  !% 0�+%%&�!�(% %!�.)).% !M1#(&5!)$+$&.)%O2 .) )! 1!�$ *�! �!% %�11(&5!( .� �!% &)0��(! : �"& !)$&*�! L%+)% (!0$&�0+$&.)O  +)%�!% 6(+13!%8
�.�% +/.)%  .)0 $!)� : 1(.1.%!( �)! +�$(! .(&!)$+$&.)  +)% �+*�!��! �+ $.$+�&$#  !% 0�+%%&�!�(%1.�/+&$ �$(! A �@CX@C �$&�&%#% 0.55! )f�  "�) +(-(! L0! $;1!  ! (!1(#%!)$+$&.) #$+)$ 0.)%& #(# +���  ! ).% $(+/+�M 0.55! $.�$ : ,+&$ 0.)/!)+-�! !$ 0.)/&/&+�!O !$  .)$ �+ 1(.,.) !�( +� %!&)  ! 0!$$!3&#(+(03&!  #1!) +&$  &(!0$!5!)$  ! �+ 1!(,.(5+)0!  ! 0!% 0�+%%&�!�(% %�( �)! -+%!  "!M!51�!%8 ^! $;1! ! (!1(#%!)$+$&.) ,+&$ +11!� : �+ ).$&.)  ! 6+&)  ! 1!(,.(5+)0! *�"+11.($!(+&$ �+ 0�+%%&�0+$&.)  "�) 0!($+&)
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).5-(!  "!M!51�!% 1+( �) 0�+%%&�!�(  .))# 1��$	$ *�"�) +�$(!8 U.�( %&51�&�!( �+ -+%!  ! 0�+%%&�!�(%2).�% %.�3+&$&.)% +�%%&  #$!0$!( !$ #�&5&)!( �!% 0�+%%&�!�(% *�& )! %.)$ 1+%  &%0(&5&)+)$%8 ^!% 1(&)0&1!%%! (!$(.�/!)$ P�%$!5!)$  +)% 0!($+&)% +�6.(&$35!% &) �0$&,%2 *�& ,.)0$&.))!)$ : 1+($&(  "�)! 5!%�(!  !6+&) !$ *�& &)$76(!)$ �) 1(.0!%%�%  "#�+6+6!8 �)! 3;-(& +$&.) !)$(! �! %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% b`cde !$�"+�6.(&$35! `��� ���&)�+)2 R��T� + +�.(% #$# 1(.1.%#!  +)% 0!$$! .1$&*�!8 \"+�6.(&$35! 0.)��2 ).55#b`c�2 ,.)0$&.))!  ! �+ 5�5! ,+�.) *�! `���2 %+�, *�! �!% $!%$% #$&*�!$+)$ 03+0�)  !% )f� %  ! �"+(-(!)! %.)$ 1��%  #$!(5&)#% +� 0.�(%  ! �"+11(!)$&%%+6! 5+&% %.)$ (!1(#%!)$#% 1+(  !% 0�+%%&�!�(% 1&.03#% +�%!&)  "�)! 1.1��+$&.) +11(&%!8 \! ,.(5+�&%5!  !% 0�+%%&�!�(% +�$.(&%!  #P: �!�( �$&�&%+$&.) 0.55! $!%$-&)+&(!2 +/!0 �)! 1+($&! �<X>WC?CX>�  #0�!)03+)$ �"+0$&.) 0.((!%1.) +)$! L-(+)03! ���g�O !$ �+ )#6+$&.) ! �+ 0.) &$&.)  #0�!)03+)$ �"+�$(! -(+)03! L-(+)03! �����O8 \! (	�!  ! b`c� !%$  .)0  ! %#�!0$&.))!(�!% 0�+%%&�!�(%  &%0(&5&)+)$ �+ -+%!  "!M!51�!%  ! �+ 5+)&7(! �+ 1��% !40+0! L+� %!)%  "�)! 5!%�(!  !6+&)  "&),.(5+$&.)O !$  ! �!% 1�+0!( +� %.55!$  ! �"+(-(!  !  #0&%&.)8

�) +(-(! 1(. �&$ 1+( b`c� !%$ �) +(-(!  ! $;1! &) �0$&,2  .)$ �) )f� (!1(#%!)$! �) $!%$ T 2�)! -(+)03! (!1(#%!)$! �) (#%��$+$  ! 0! $!%$ !$ �)! ,!�&��! (!1(#%!)$! �"�)!  !% 0�+%%!%  !% !M!51�!%: +11(!) (!8 �.&!)$ P = {C0, . . . , Ci, . . . , Cn}
2 �) P!�  ! (76�!% .-$!)� : 1+($&(  ! b`cde .�  "�)*�!�0.)*�! %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% *�& + 0.)/!(6# !$ Ci

2 �"�)  !% 0�+%%&�!�(%  ! P *�& 1.%%7 ! �+ ,.(5!%�&/+)$! Q

Ci := [ci,1, . . . , ci,n] : A
L�8TO

:= [[αi,1;βi,1], . . . , [αi,n;βi,n]] : A
L�8�O

\! $;1!  � $!%$ T !%$ +�.(%  ! �"�)  !% *�+$(! $;1!% 1(#%!)$#%  +)% �! $+-�!+� �8S8
	��l �l�$j��K��m
�;1! R \"!M!51�! !%$ 0.51+(# +� 0�+%%&�!�( 0.51�!$ Ci

L+0$&/+$&.) .� ).)O8
�;1! S \+ /+�!�(  ! (+ &+)0! 0.((!%1.) +)$ : �+ -+) ! j  ! �"!M!51�! !%$ 0.51+(#! : �+0.) &$&.) ci,j  � 0�+%%&�!�( Ci

+/!0 j ∈ [1;n]
L+0$&/+$&.) .� ).)O8

�;1! T g !)$&*�! +� $;1! S2 5+&% �! (#%��$+$  � $!%$ !%$ $!()+&(! L!)F !%%.�%  ! ci,j 2  +)%
ci,j

2 +�F !%%�%  ! ci,j O8�;1! � \+ /+�!�(  ! (+ &+)0! 0.((!%1.) +)$ : �+ -+) ! j  ! �"#03+)$&��.) !%$ 0.51+(#! :�+ -.()! αi,j
.� βi,n

 ! �+ 0.) &$&.) ci,j  � 0�+%%&�!�( Ci

L&),#(&!�(!2 %�1#(&!�(!O8
���
 �8S � �!%$%  ! �"+�6.(&$35! b`c�8

\! ,.)0$&.))!5!)$  ! �"+�6.(&$35! b`c� ,+&$ +11!� : 0!($+&)% ,.) !5!)$%  ! �"+�6.(&$35! `���2 *�!).�% (+11!�.)% &0&8 �.&$ E �) !)%!5-�!  "!M!51�!% +%%.0&+)$ �) 1&M!� : κ ∈ K �+ 0�+%%!  ! 0! 1&M!�8 �& E!%$ 1+($&$&.))# !) k = |K| !)%!5-�!%  &%$&)0$% E1, . . . , Ek
2 +�.(% �"&)$#(�$ +11.($# 1+( �! 1+($&$&.))!5!)$1.�( & !)$&�!( �+ 0�+%%!  "�) !M!51�!  ! E !%$ g),.(E) = g(P )2 . P !%$ �+  &%$(&-�$&.)  ! 1(.-+-&�&$#  !�+ 1+($&$&.) L

E1, . . . , Ek
O !$ I(P ) �"!)$(.1&!  ! P ���&)�+)2 R��T� Q

g(P ) = −
n

∑

i=1

pi ∗ log(pi)
L�8]O

. Q
P =

(

|E1|

|E|
,
|E2|

|E|
, . . . ,

|Ek|

|E|

) L�8�O
�&
E !%$ 1+($&$&.))# !) n %.�%F!)%!5-�!%  &%P.&)$%E1, . . . , En

%�( �+ -+%!  "�) $!%$  .))# T 2 �"&),.(5+F$&.) +11.($#! 1+( �! $!%$ 1.�(  &%0(&5&)!( �!% !M!51�!% %!�.) �!�(% 0�+%%!% !%$ �+ 5.;!))!  !% &),.(5+$&.)%g),.(Ei)
2 1.) #(#!% 1+( �+ 1(.1.($&.)  ! Ei

1+( (+11.($ : E Q
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g),.(T,E) =

n
∑

i=1

|Ei|

|E|
∗ g),.(Ei)

L�8¡O
h)�)2 �! 6+&)  "&),.(5+$&.) ,.�()&$ 1+( �"+11�&0+$&.)  � $!%$ T !%$ 0+�0��# 1+( Q

�+&)(T,E) = g),.(E) − g),.(T,E)
L�8�O

^!$$! ).$&.)  ! 6+&) !%$ �$&�&%#! !)%�&$! 1.�( .( .))!( �!% $!%$% %!�.) �!�( 1!($&)!)0!8 �) +'!0$!!)%�&$! : �) )f� �! $!%$ +/!0 �! 5!&��!�( 6+&) 1+(5& �"!)%!5-�!  !% $!%$% ).) !)0.(! 0.)%& #(#%  +)%�+ -(+)03! %&$�#! !)$(! �+ (+0&)!  ! �"+(-(! !$ �! )f� 0.�(+)$8 \"+�6.(&$35! �R�  #0(&$ �"#�+-.(+$&.)0.51�7$!  ! �"+(-(!  !  #0&%&.)8\+ ).$&.)  ! 6+&)  #�)&! 0&F !%%�% $!) +&$ : ,+/.(&%!( �!% $!%$% -&)+&(!% 1��$	$ *�! $!()+&(!%8 \! $!%$ ! $;1! T 1+($&$&.))! �) !)%!5-�! !) $(.&% %.�%F!)%!5-�!%  .)$ �"�) + �)! $+&��! %&6)&�0+$&/!5!)$ 1��%,+&-�! *�! �!%  !�M +�$(!%8 ��&)�+) + %�66#(# �"�$&�&%+$&.)  "�)! 5!%�(!2 �$&�&%#!  +)% `���2  .)$ ).�%).�% %.55!% &)%1&(#%  +)% b`c�8 \! 0+�0��  � 6+&) + #$# (!51�+0# 1+( �+ ,.)0$&.) �+&)�+$&.  #�)&!1+( Q
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 PARAMÈTRES - E est l’ensemble non vide des exemples d’apprentissage, Ee est l’ensemble des
exemples de test pour l’élagage, R est la population de règles obtenue avec XCS-R et τ est un type
de test parmi ceux du tableau 6.2.
 RÉSULTAT - un arbre de décision
 E{ est l’ensemble des classes de l’ensemble des exemples de E.
 Ω(E) renvoie le nombre d’éléments de l’ensemble E.
 TERMINAL(E) renvoie une feuille dont la valeur est la classe la plus fréquente dans l’ensemble
des exemples de E.
 ENRACINE(A,t,Af ) ajoute un nœud fils à la racine de l’arbre A dont la valeur est Af et le label de
l’arc entre la racine et le nouveau nœud est t.
 ÉLAGUE(A) élague l’arbre en remplaçant tous les sous-arbres, dont l’erreur estimée sur le jeu de
test Ee est supérieure à un seuil fixé par l’utilisateur, par une feuille correspondant à la valeur de la
classe la plus fréquente du sous-arbre.

�� Ω


E{� 1 � X  Ω



R� 1 � %4�!�;=>�X�=@ �����+��


E�)* ��
 La population de règles R est vue comme un ensemble de tests Rτ selon τ .���� T = {Ti | ���+

(Ti, E) = max���+
(Tk, E) ∀ Tk ∈ Rτ}���� VT = {ti|i = 1, 2, . . . , n}

B=D �AB= @D W=D ?=D?D T���� {Ei|i = 1, 2, . . . , n}
B=D DX D�=>D=��B=D <X@@=D�X>WA>?D� �A@?C?CX>>ED D=BX> B=D �AB= @D VT

W  ?=D?
T A�� BC
 E D @ B=D =
=�� B=D W= E 
���� A  >= Y = CBB= BA�=BBCDE= �A@ T�� ! i W= � � n $%�!&�� Ω



Ei� 1 � %4�!�

Ai 1 �����+��

E���*�* �� Ω



Ei� 1 Ω
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 E est un jeu d’exemples dont les classes sont éventuellement différentes, mais renvoyant
tous la même valeur pour le test T
Ai 1 �����+��


E���*�*
Ai 1 �	C�
R \ {T }� Ei � Ee � τ�)* ��

A 1 �+����+�
A�ti �Ai�)* �� !;=>�X�=@ ���	-�
A�
<4=�!��>?& �	A �X><?CX> �	C�
R� E � Ee � τ�
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�.�% 0!% +�6.(&$35!% 1(. �&%!)$ �) !)%!5-�!  ! (#%��$+$% +%%!� 0.)%#*�!)$8 9 $&$(!  ! 0.)0��%&.)2 �+ !()&7(! %!0$&.) 1(.1.%! �)! $!03)&*�! -+%#! %�( �) �X?= <X>D=>D =B *�& 1!(5!$  ! 0.5-&)!( �!% (#%��$+$%.-$!)�% 1+( �!% +�6.(&$35!% *�! ).�% /!).)%  ! 0&$!(8 \! 0.)0!1$ 6#)#(+� !%$ 1(#%!)$#2 %�&/&  "�) !M!51�!0.5-&)+)$ �!% (#%��$+$%  ! 3�&$ +�6.(&$35!%2  .)$  !�M ).) %�1!(/&%#%2 : 1+($&(  "�)! &5+6! $(+&$#!  +)%�! 0+ (!  � 1(.P!$ �g[h8

��n ��s�uy�su���� �rs �yuss�zr��s
�+�6(# �!�( %&51�&0&$#2 �!% 0�+%%&�!�(% (!%$!)$ $.�$  ! 5�5!  !% .-P!$%  &40&�!% : +11(#3!) !(2 5�5!1.�( �) !M1!($8 [! $.�$!% �!% (!1(#%!)$+$&.)% 1.%%&-�!%2 �+ 1.%%&-&�&$#  ! /&%�+�&%!(  &(!0$!5!)$ 0!% 0�+%%&F
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�!�(% (!1(#%!)$! %+)%  .�$! �+ 5!&��!�(! 5#$3. !  ! /+�& +$&.) 1.%%&-�! 1.�( �) �$(! 3�5+&)8 �.�% +/.)% .)0  #/!�.11# �)! %#(&!  ! $(.&% 5#$3. !%  ! �CD ABCDA?CX> D<C=>?C	
 =2 1(.0�(+)$ : �"�$&�&%+$!�( �)! !%0(&1$&.) +-%$(+&$!  !% (76�!%  ! 0�+%%&�0+$&.)8 ^!$$!  !%0(&1$&.) 1!�$ �$(! 0.51+(#! +�M  .))#!% +�) "!) $&(!(  !% 0.)0��%&.)% &)$#(!%%+)$!% 1.�( �! (+4)!5!)$  !% (76�!% .� �".1$&5&%+$&.)  ! �"+11(!)$&%%+6!8h)�)2 !��! 1!(5!$  ! (!) (! �!% 0�+%%&�!�(% 1��% �&%&-�!% !$ 0.)$(&-�! : �!�( 0.51(#3!)%&-&�&$#8
����� ������� ��� �������������

\+ 0(#+$&.)  !% &) &/& �% 6#)#$&*�!% !%$ �)! #$+1!  &40&�!8 [!% $!03)&*�!% �+-�!% %.)$ )#0!%%+&(!%2+� %!&)  ! �".1#(+$!�(  "&)&$&+�&%+$&.)2 1.�( )! 1+% 0(#!( �)! 1.1��+$&.) $(.1 #�.&6)#!  ! �+ %.��$&.) :$(.�/!(8 \! D�=<?@X
@A��= !%$ �) .�$&� *�! ).�% +/.)% 5&% +� 1.&)$ +�)  "+/.&( �)! 1(#F+)+�;%!  !% .))#!% %1!0$(+�!% 1.�( �"+11(!)$&%%+6!8 g� &) &*�! 1.�( �)! 0�+%%! !$ �) +$$(&-�$  .))# �+ (#1+($&$&.) !% /+�!�(%  ! �"+$$(&-�$ 1.�( �!% #03+)$&��.)% +11+($!)+)$ : 0!$$! 0�+%%!8 \!% #$+1!%  ! �+ 0(#+$&.)  �%1!0$(.6(+55! %.)$ �!% %�&/+)$!% Q
� 1.�( 03+*�! 0�+%%! k  .))#!2  #$!(5&)!( �"!)%!5-�! Ek

 !% #03+)$&��.)% -(�$% #$&*�!$#%  ! �+ 0�+%%!
k 1+( �"!M1!($2

� 1.�( 03+*�! #03+)$&��.) ek,i ∈ Ek
0.51(!)+)$ n +$$(&-�$% { ak,i(1)2 . . .2 ak,i(j)

2 . . .2 ak,i(n) } 2+%%.5-(&( �!% 1&M!�%  ! 0..( .))#!% (j; ak,i(j))
1.�( j ∈ [1;n] 8
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Attribut 2
Attribut 1
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 ¡8R � �1!0$(.6(+55!  "�) 0.51�!M! %1.($&,  ! �$(+%-.�(6 L�$+ ! !+�-+)O 0+1$�(# 1+( �U�� LT0+)+�MO8
\!% �6�(!% ¡8R !$ ¡8S 1(#%!)$!)$  ! $!�% %1!0$(.6(+55!%8 ^3+*�! 0.�.))!2 %#1+(#! 1+( �)! -.( �(!).&(!2 0.((!%1.) : �)! 0�+%%!2 & !)$&�#! 1+( �+ 0.��!�(  ! �+ �#6!) ! !M1!($! !$ 1+( �) )�5#(.8 ^!%0.�.))!% %.)$ !��!%F5�5!% %#1+(#!% !) %.�%F0.�.))!%2 1.�( 03+0�)  !% +$$(&-�$% 0.((!%1.) +)$8 U.�( �!%#03+)$&��.)% (!1(#%!)$+)$  !% 1&M!�% %1!0$(+�M2 �! %1!0$(.6(+55!  "�)! 0�+%%! 1!�$ �$(! /� 0.55! �!% !%%&)% %�00!%%&,% +� 0(+;.)  !% %1!0$(!%  ! 03+0�)  ! 0!% 1&M!�%2 �!% /+�!�(% %.5-(!% 0.((!%1.) +)$  .)0+�M /+�!�(% �!% 1��% ,(#*�!)$!%8 \!  !6(#  "+%%.5-(&%%!5!)$ !%$ ).(5+�&%#  ! $!��! %.($! *�! �! 0.)$(+%$!
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 ¡8S � �1!0$(.6(+55!  ! �+ �.)!  ! �+) N!�&0! L!!)&%!O 0+1$�(#! 1+( ���g� L�� 0+)+�MO8 \!%  !�M1(!5&7(!% 0�+%%!% %.)$  !% 0�+%%!%  ! /#6#$+$&.)2 �!% $(.&%  !()&7(!% %.)$  !% 0�+%%!%  "!+�8
%.&$ 5+M&5+� %�( $.�$ �! %1!0$(.6(+55!8 \!% 1.&)$% %&$�#% !) -+% 0.((!%1.) !)$ :  !% /+�!�(%  "+$$(&-�$%L(+ &+)0!%O ,+&-�!%2 �!% 1.&)$%  � 3+�$ 0.((!%1.) !)$ :  !% /+�!�(% #�!/#!%8\! %1!0$(.6(+55! 1!(5!$  "+11.($!( �)! (#1.)%! +�M 1.&)$% %�&/+)$% Q

� &� 1!(5!$  "+)+�;%!( �+ *�+�&$#  ! �"!M1!($&%! !$  !%  .))#!% Q �!% 0�+%%!% -(�&$#!% ; +11+(+&%%!)$0�+&(!5!)$ L1+( !M!51�!2 �+ 0.�.))! R�  ! �+ �6�(! ¡8R (!1(#%!)$+)$ �! -#$.) +11+(+�$ 1��%  &��#!O+&)%& *�! 0!��!% *�& %.)$ $(7% 0.((#�#!% L+&)%& �!% 0.�.))!% T2 � !$ ]  ! �+ �6�(! ¡8SO2� &� +�$.(&%! �"+11(.M&5+$&.)  ! �+ (#1+($&$&.) %$+$&%$&*�!  !% /+�!�(% 1.�( 03+*�! 0�+%%!2 0! *�& 1!(5!$ "!) $&(!(  !% 0.)0��%&.)% �$&�!% 1.�( 0!($+&)% 1+(+57$(!% 6#)#$&*�!% Q 1+( !M!51�!2 �)! (#1+($&$&.)#$(.&$! &)/&$! :  &5&)�!( �+ ,(#*�!)0!  !% 5�$+$&.)% !$ : 0.)%.�& !( �! %!�&�  ! 0.)/!(6!)0!  !�"+�6.(&$35! 0+( �"&)&$&+�&%+$&.)  !% &) &/& �% %!(+ 1(.03!  ! �+ %.��$&.) : $(.�/!(2� !)�)2 �+ /+�& +$&.)  ! �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!% !%$ ,+0&�&$#! 1�&%*�! �".) 1!�$ 0.51+(!(  "�)!1+($2 �!% 1(.1.($&.)%  !% /+�!�(%  ! (+ &+)0!%  !% %1!0$(!%  !%  .))#!%  ! $!%$ !$  "+�$(! 1+($2 �!%1.%&$&.)% 0.((!%1.) +)$!%  !% 0.)$(+&)$!% %1!0$(+�!%  !% (76�!%8
��( �+ �6�(! ¡8R2 ).�% 1.�/.)% /.&( �!% %1!0$(!% �!% 1��% ,(#*�!)$%  ! .)�! 0�+%%!%2 .-%!(/#% 1+( �!0+1$!�( �U��8 ["�)! 5+)&7(! 6#)#(+�!2 �) !)%!5-�!  ! 1&M!�% ).&(% 0.((!%1.) : �) %1!0$(! $(7% 0&-�#L0.55! �"!+�  ! �+ 0.�.))! )◦RRO !$  !% $(+�)#!% !) 6(&% 0�+&( 0.((!%1.) !)$ : �)! /+(&+-&�&$# %1!0$(+�! 1��%&51.($+)$! L0.55! �".5-(!  ! �+ 0.�.))! )◦]2 0�+%%! %.�/!)$ 0.),.) �! +/!0 �"!+�O8 \!% %1!0$(!%  &'�%1!�/!)$ 0.((!%1.) (! :  !% 0�+%%!% -(�&$#!% .� -&!) :  !% 0�+%%!% 0.51.%&$!% 0.55! �!% 0�+%%!%  ".5-(!%*�& (!0.�/(!)$ 1��%&!�(% (#6&.)% +�M %1!0$(!% /+(&#%8 [! 1��%2 �)! 5�5! -+) ! )".'(! 1+% ,.(0#5!)$ �+5�5! *�+�&$# %!�.) �+ 0�+%%! .-%!(/#! Q %�( �+ �6�(! ¡8S2 �"�)!  !% -+) !% 1(#%!)$! �) +($!,+0$ 1(.).)0#1.�( �+ 0�+%%! )◦R2 �+(6!5!)$ +$$#)�# 1.�( �+ 0�+%%! )◦]8 ^.)0!()+)$ �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!% !$ �!�(/+�& +$&.)2 �!% %1!0$(!%  &'�%  .&/!)$ 0.) �&(! �!% (76�!% : 6#)#(+�&%!( L0+(+0$7(! "X�=@2 &)$!(/+��!% 1��%�+(6!%2 888O8 ��+)$ +�M %1!0$(!% 1(#%!)$+)$  !% +�$#(+$&.)%2 &�%  .&/!)$ 0.) �&(! �+ (76�! : %! 0.51�!M&�!(L+P.�$  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%2 1(.,.) !�(  !% +(-(!% 1��% #�!/#!2 888O8 hM+5&).)% 1��% 1(#0&%#5!)$�!% 0.�.))!% )◦] !$ )◦RR  ! �+ �6�(! ¡8R8 !.&0& �!% (76�!% +%%.0&#!%2  #0.�/!($!% 1+( _`a Q
� ^.�.))! )◦] L.5-(!O Q �� ���� �T �SR� �RR ��S� L#/+��+$&.) Q �]8T��O
� ^.�.))! )◦RR L!+�O Q �� �T�� �� �S¡� �R �R]� L#/+��+$&.) Q �]8]��O["+1(7% �! %1!0$(.6(+55!2 .) (!5+(*�! *�! 1.�( �"!+� �+ *�+%&F$.$+�&$#  !% 1&M!�%  !%  !�M  !()&7(!%-+) !% .)$ �)! /+�!�( -&!) 1(#0&%!2 +�.(% *�! 0! )"!%$ 1+% �! 0+% 1.�( �".5-(!8 ^!0& !%$ $(7% ,.($!5!)$/&%&-�!  +)% �!% (76�!% .-$!)�!% Q �"&)$!(/+��!  ! �+  !()&7(! -+) ! 1.�( �".5-(! !%$  !�M ,.&% 1��% 6(+) *�! 0!��&  ! �"!+�8\! %1!0$(.6(+55! !%$ $.�P.�(% �! 5�5! 1.�(  !% 0.�1�!%  "#03+)$&��.)% -(�$% !$ !M1!($%  .))#%8 U!�+'!0$# 1+( �+ $+&��!  !%  .))#!% L).5-(!  "#03+)$&��.)% !$ ).5-(!  ! -+) !% %1!0$(+�!%O2 &� %! 0+�0��! $(7%(+1& !5!)$ L5.&)%  "�)! %!0.) !O8 U�&%*�"&�  .))! �)! & #! 6#)#(+�!  !% (76�!% *�! �".) /+ .-$!)&(2 ).�%�"+/.)% �$&�&%# 1.�( /+�& !( �!% (76�!% 1(. �&$!%2 !) $+)$ *�"&) &0+$!�( 1.�( �!% 13+%!%  ! 1(#F$(+&$!5!)$
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IlG�l�8 ^!��&F0& ,.)0$&.))!  ! �+ ,+�.)%�&/+)$! Q
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 ¡8T � \"+�6.(&$35!  ! /&%�+�&%+$&.) e
IlG�l� +11�&*�# %�( �+ -+%!  ! (76�!%  ! b`cde 1.�( �)!&5+6!  ! ��&0��&( L� 0+)+�MO8 \!% ).5%  !% 0�+%%!% %.)$ &) &*�#% !) +-%0&%%!8
� �!% (76�!% %.)$  &/&%#!% !) 1��%&!�(% 6(.�1!%2 %!�.) �!�( 1+($&! �A<?CX>� L&0&2 &� %"+6&$ -&!) #/& !5F5!)$  ! �+ 0�+%%! 1.�( �+*�!��! 03+*�! 0�+%%&�!�( $(+/+&��!O2
� �!% (76�!%  ! 03+*�! 6(.�1! %.)$ +�.(%  #0.�1#!% %!�.) �!�(%  &'#(!)$!% 1+($&!% �<X>WC?CX>� !$03+0�)!  ! 0!% 0.) &$&.)% !%$ +403#! : �) !) (.&$ -&!) 1(#0&%  �  &+6(+55!8 U+( !M!51�!2 %�(�+ �6�(! ¡8T2 �+ 0.) &$&.) )◦R  !% (76�!% %"+0$&/+)$ 1.�( �+ 0�+%%! )◦S !%$ +403#!  +)% �+ 0.�.))!).55#! � -R �  ! �"!)%!5-�! � 0�+%% S �2� �!% 0.) &$&.)% %.)$ +403#!% !) �$&�&%+)$ �!% -.()!%  !% &)$!(/+��!% *�"!��!% 0.)$&!))!)$ Q �) &)$!(/+��!

[a; b] %!(+ +403# 1+( �)! �&6)! /!($&0+�!  !1�&% �".( .))#! a P�%*�": �".( .))#! b 2� �!% 0.) &$&.)% 0.)0!()+)$ �!% 5�5!% +$$(&-�$% 5+&% +11+($!)+)$ :  !% 0�+%%&�!�(%  &'#(!)$% %.)$1(#%!)$#!% !)%!5-�!%2 5+&% +/!0  !% +-%0&%%!% �#67(!5!)$  #0+�#!%  ! $!��! %.($! *�! $.�$ �! P!�  !(76�!% 1�&%%! �$(! /&($�!��!5!)$ 1(#%!)$# %�( �+ 5�5! &5+6!8
� 0!% 0.) &$&.)% 1!�/!)$ �$(! $(&#!% 1+( �) 0(&$7(! +� 03.&M  ! �"�$&�&%+$!�(2 1+( !M!51�! �+ *�+�&$# !% 0�+%%&�!�(% L0.55! %�( �+ �6�(! ¡8TO .� �!�( %1#0&�0&$#8
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1090418378
1091611854
1092805330
1093998806
1095192282
1096385758
1097579234
1098772710
1099966186
1101159662
1102353138
1103546614
1104740090
1105933566
1107127042
1108320518
1109513994
1110707470
1111900946
1113094422
1114287898
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 ¡8� � �1!0$(!%  !% #03+)$&��.)%  ! $!%$ 1.�( �+ 0�+%%! � L+/!0 �! 0+1$!�( ��&0��&( O2 1.�( 0.51+(+&%.)L!) +-%0&%%! �!% 0+)+�M %1!0$(+�M2 !) .( .))#! �!% /+�!�(%  ! (+ &+)0!O8
\"+�6.(&$35! +403! �)&*�!5!)$ �!% (76�!% +/!0 �)! *�+�&$#  #1+%%+)$ �) 0!($+&) %!�&�8 ^!$$! *�+�&$#!%$ 0+�0��#!  "+1(7% �!% 1+(+57$(!%  !% (76�!% L1+( !M!51�!2 1.�( b`cde2 ).�% �$&�&%.)% �+ 	 ?>=DD F !$�+ 1(# &0$&.)  ! 6(+$&�0+$&.) pO8 \! %!�&� !%$  #�)& 1+( �"�$&�&%+$!�( %!�.) *�"&� %.�3+&$! /&%�+�&%!( �! P!� ! (76�!% !) !)$&!( .� �)&*�!5!)$ �!% 5!&��!�(!% (76�!%8\+ �6�(! ¡8T 1(#%!)$! �! (#%��$+$  ! �"+�6.(&$35! 1.�( �) P!�  ! ���� (76�!% 0(##!% 1+( b`cde8 \!%&)$!(/+��!% &51(&5#% 1+( �!% (76�!%  .&/!)$ 0.((!%1.) (! +�M %1!0$(!%  !% 0�+%%!%2 0! *�& 1!(5!$  ! 0.)$(	�!(/&%�!��!5!)$ �+ -+%!  ! (76�!%2 !$  ! �+ 0.51+(!( +�M %1!0$(!% (#!�%8 h) !'!$2 .) 1!�$ (!5+(*�!( *�!�"!)%!5-�!  !% %1!0$(!%  !% #03+)$&��.)%  ! $!%$ L�6�(! ¡8�O .)$ �)! ,.($! 0.((#�+$&.) +/!0 �+ /&%�+�&%+$&.) � P!�  ! (76�!% 1.�( �+ 0�+%%! �8 [! 1��%2 �! (!6(.�1!5!)$  !% +$$(&-�$% 1+( 0�+%%! 1!(5!$  !  .))!(�)! & #!2 1.�( 03+0�)  "!�M2  ! �+ 1(.1.($&.)  ! (76�!% %1#0&�*�!% L5+$#(&+�&%#!% 1+( �) 1.&)$ .� �)$(+&$ $(7% 0.�($O 1+( (+11.($ +�M (76�!% *�& .)$ #$# 6#)#(+�&%#!% L5+$#(&+�&%#!% 1+( �) $(+&$ 1��% �+(6!O8�) 1!�$ (!5+(*�!( *�! �!% 0.) &$&.)%  !% (76�!% )! %.)$ 1+% $.�$!% & !)$&*�!% Q 03+*�! (76�! 5. #�&%! �)%.�%F!)%!5-�!  "#03+)$&��.)%2 �"!%%!)$&!� #$+)$ *�! �! P!�  ! (76�!% 0.51�!$ %.&$ �+-�!8 g� ,+�$ )#+)5.&)%+/.&( �)! & #!  ! �"#03!��!  !%  .))#!% Q 1+( !M!51�!2 �!% /+�!�(%  ! ��&0��&( %.)$  #�)&!% %�( TS -&$% Q�"!%1+0!  !  #�)&$&.)  !%  .))#!% + �)! $+&��!  ! 1010  .)0 03+*�! 1&M!�  �  &+6(+55! (!1(#%!)$! ]�����)&$#%8�.�% +/.)%2  +)% 0!($+&)% 0+%2 #$# 0.)$(+&)$%  ! �XX�=@ %�( �!  &+6(+55! 1.�( #$� &!( �!% +$$(&-�$%%#1+(#5!)$8
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��.(% *�! �! %1!0$(.6(+55! +403! �!% (!�+$&.)% !)$(! �!% 0�+%%!%  ! �"!M1!($ !$ �!% %1!0$(!%  !%#03+)$&��.)% -(�$%2 *�! �"+�6.(&$35! e
IlG�l� +403! �!% (!�+$&.)% !)$(! �!% 0�+%%!%  ! �"!M1!($ !$ �!0.)$!)�  !% (76�!%2 �!% (!�+$&.)% !)$(! �!% #03+)$&��.)% -(�$% !$ �! 0.)$!)�  !% (76�!% %.)$ +403#!% : �"+& ! "�) $(.&%&75! $;1!  ! 6(+13!2 �! <X�=@�
@A�V8 ^! $;1!  ! 6(+13! !%$ %�($.�$ &) &*�# 1.�( �!%  .))#!%3;1!(%1!0$(+�!%2 0+( &� +11.($! �)! /�! 6�.-+�! %�( �) !)%!5-�! /+%$!  ! 0+)+�M8 g� 1!(5!$  ! /+�& !( �!%(76�!% %#1+(#5!)$ .� %&5��$+)#5!)$2 !) �!% 0.51+(+)$ +� %1!0$(.6(+55!8\+ 1+($&! 6+�03!  ! �+ �6�(! ¡8] 5.)$(! �+ (!1(#%!)$+$&.)  "�)! (76�!  ! _`a 1.�( �)! 0�+%%!  !/#6#$+$&.) +/!0 �! %1!0$(.6(+55! +%%.0&# : 0!%  .))#!%8 \+ 1+($&!  (.&$!  ! �+ �6�(! 1(#%!)$! �! <X�=@�
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Spartina Maritima 60% + Soil (20-30%)

Limonium 60% + Soil 10% + Spa/Sar 10%

Spartina Maritima > 80%
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Sarcocornia Fruticosa > 80%
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Nombre de pixels selon l'expert  
SAR2 LISR SPA2 SPA1 LIM1 Qppa 

SAR2 222 0 0 0 5 98% 
LISR 59 149 0 0 21 65% 
SPA2 0 0 382 162 8 69% 
SPA1 0 0 0 28 0 100% 
LIM1 0 0 3 33 468 93% 
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Nombre de règles activées
par un échantillon :

0 1 2 3 4 5

��	
 ¡8� � ^+($!  ! (!0.�/(!5!)$ 1.�( �+ �+6�)!  ! !!)&%!8

�!% 1&M!�% 0.((!%1.) +)$% :  !% �.)!% ).) +11(&%!% %.)$ +403#% !) (.�6! L0.55! 0"!%$ �! 0+% 1.�( �"!+�1+( !M!51�!2 0! *�& 1!(5!$$(+&$ : �"!M1!($  ! �!% %&$�!( !$  ! �!% &)0��(! �.(%  "�) +11(!)$&%%+6! ��$#(&!�(8



�	�	 ������ �� ��� RTR
��
���� `IJ���#$JK��m J'l$ b`cde

\+ 0�+%%&�0+$&.) .-$!)�! +/!0 b`cde !$ �+ 5+$(&0!  ! 0.),�%&.) 0.((!%1.) +)$! %.)$ 1(#%!)$#!% %�(�+ �6�(! ¡8R�2 !$ �!% 1+(+57$(!%  +)% �! $+-�!+� ¡8S8 \: !)0.(!2  !% -.�0�!%  ! $!%$% &5-(&*�#!% .)$ #$#�$&�&%#!% 1.�( %#�!0$&.))!( �!% 5!&��!�(% 1+(+57$(!% !) ,.)0$&.)  ! 5!%�(!%  ! *�+�&$# !$  ! 1(#0&%&.)8 ^!$$!0�+%%&�0+$&.) !%$ $(7% %!5-�+-�! : 0!��! .-$!)�! 1.�( _`a2 &)0��+)$ �! -.(  � 5+(+&%2 1.�($+)$ &)0(�%$# ! ).5-(!�M �C
=BD8 �) 1!�$ +�%%& ).$!( �+ 6(+) ! 1(#0&%&.)  ! b`cde �.(%  ! �+  #�&5&$+$&.)  !% �.)!% ! 
@X >W�?@ ?VC>
 Q 6�.-+�!5!)$2 �!% ,(.)$&7(!%  !% 0�+%%!% 0.((!%1.) !)$ +� 1+(0.�(% 1# !%$(! &)&$&+� ! �"!M1!($ %�( �! $!((+&)2 0.)%&%$+)$ : /+�& !( �!% �.)!% ,(.)$+�&7(!%8 \"#$� !  ! �+ 5+$(&0!  ! 0.),�%&.)5.)$(! *�! b`cde !%$ 5!&��!�( 1.�( �+ %#1+(+$&.)  !% 0�+%%!% ���� !$ ����2 %+)%  .�$! 6(�0! +� P!�  !(76�!% 1��% &51.($+)$8 N&)+�!5!)$2 �+ *�+�&$# 6�.-+�! !%$ $(7% -.))! L
κF&) !M  ! �8��2QA<< @  ! �¡8¡�O8

HJjJk�Kjl GJIl
j
�+&��!  � P!�  ! (76�!% �U � � ST�� &) &/& �%^(&$7(!  "+((�$ ]����� 6#)#(+$&.)%
�. &�0+$&.)% +�#+$.&(!% L<X�=@�@A>WO 105N(#*�!)0!  "+11!�  ! �"�� L

θ��O ��N(#*�!)0!  ! 6#)#(+�&%+$&.) LWX>?�A@=�@X�O �8��U(.-+-&�&$#  ! 0(.&%!5!)$ χ
� R8�U(.-+-&�&$#  ! 5�$+$&.) µ
� �8���1#(+$!�(  ! %#�!0$&.) �.�().& )F+&(!

�+&��!  � $.�().& �8� �U �
�+�M  "+11(!)$&%%+6! β

� �8SU+(+57$(!%  ! �+ ,.)0$&.)  ! *�+�&$# α
� �8R2 ε � �8��RN+0$!�( 1.�( �+ 6(+$&�0+$&.) γ

� �8�[�(#!  � $(+&$!5!)$ �R 5&) L^U�  ! S8] ���O
���
 ¡8S � U+(+57$(!% �$&�&%#% 1.�( b`cde %�( ^��g ���$� !$ �&�%.)2 S��S��&�%.)2 R��]�8

Nombre de pixels selon l'expert  
SAR2 LISR SPA2 SPA1 LIM1 Qppa 

SAR2 266 12 0 0 3 95% 
LISR 11 133 0 0 2 91% 
SPA2 0 0 353 83 1 81% 
SPA1 0 0 27 106 3 78% 
LIM1 4 4 5 34 493 91% 
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Répartition des classes des contre-exemples
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L1.�( NG = 20000O8U.�( 03+*�! /+�!�( 1.%%&-�!  ! NG
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Q
t =

NG · T[P ]

1934
+ 79, 52 · T[P ] + 0, 4055 ·NG − 23155
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 �VA@A<?=@CD?C<O&)$(. �&$!  +)% �+ %!0$&.) �8�8S8�8�)! *�!%$&.) &)$#(!%%+)$! 0.)0!()! �"#$� !  ! �"&)Z�!)0!  ! �+ D�E<C	<C?E !% 0�+%%&�!�(% 1+( (+11.($ +�M $+�M  ! ,+�M 1.%&$&,% !$ ,+�M )#6+$&,%8 U+( !M!51�!2 �) 0�+%%&�!�( $(.16#)#(&*�! 0.�/(&(+ �)  .5+&)!  !  #�)&$&.) $(.1 /+%$! !$ %"+0$&/!(+ 1.�( 03+*�! !M!51�!8 9 �"&)/!(%!2�) 0�+%%&�!�( $(.1 %1#0&�*�! )! %"+0$&/!(+ P+5+&% !$ %!(+ &)�$&�!  +)% �! P!�  ! (76�!%8 \+ D�E<C	<C?E  "�)0�+%%&�!�( %! 5!%�(! 1+( �+ %�(,+0! 0.�/!($! 1+( �!% &)$!(/+��!%  !% 0.) &$&.)%2 1+( (+11.($ : �)! 5!%�(! #1!) +)$!  ! �+ -+%!  ! 0�+%%&�!�(% L1+( !M!51�!2 �+ 5.;!))!  !% %�(,+0!%  !% (76�!%  ! $.�$ �) P!�  !(76�!%O  ! $!��! %.($! *�"!��! %.&$ &) #1!) +)$!  ! �"#03!��!  !%  .))#!%8 \!% 0.�(-!% ��^ (!1(#%!)$!)$�) 5.;!) !40+0!  ! $!%$!( �"&)Z�!)0!  ! �+ D�E<C	<C?E  !% 0�+%%&�!�(% !) 5. &�+)$ �!�( $+&��!8 ^!$$!5. &�0+$&.) 0.((!%1.) +� 1+(+57$(! p  ! �+ 0.�(-!8�1(7% �"+11�&0+$&.)  ! 0! 1+(+57$(!2 1(&%  +)% �"&)$!(/+��! [0; 1]2 �+ 1+($&! �<X>WC?CX>� [mR
i ;MR

i ] "�)! (76�! R 1.�( �"+$$(&-�$ i !%$ (!51�+0#! 1+( Q
[µ− ε;µ+ ε] . µ =

mR
i +MR

i

2
!$ ε = µ · p

L¡8�O
\! P!�  !  .))#!% !%$ !)%�&$! 0�+%%# +/!0 �+ ).�/!��! 1.1��+$&.) !$ �!% 5!%�(!%  ! *�+�&$# 1 −QD�=!$ QD=>D %.)$ (!1.($#!% %�( �+ 0.�(-!8 \+ �6�(! ¡8SR 5.)$(! �! (#%��$+$ .-$!)�8
�.�% ; /.;.)% *�! �!% 0�+%%!% 1�(!% � DA@� � L�A@<X<X@>CA �@ ?C<XDAO !$ � D�A� � L��A@?C>A�A@C?C�AO%.)$ 5.&)% %!)%&-�!% : �+ D�E<C	<C?E  !% (76�!%  ! b`cde8 9 �"&)/!(%!2 �!% 0�+%%!% 5&M$!% )#0!%%&$!)$ !% 0�+%%&�!�(% 1��% !40+0!%8 �) 1!�$ ).$!( *�! �!% 5!&��!�(% 0�+%%&�!�(%2 0.((!%1.) +)$ : �+  &%$+)0!

ACd
�+ 1��% 0.�($!2 %.)$ .-$!)�% 1.�( p = 1 2 0"!%$F:F &(! 0.((!%1.) +)$ +�M 0�+%%&�!�(% .(&6&)+�M2 %+)%5. &�0+$&.)8 \! %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% +11(!)  .)0  #P: �!% 5!&��!�(% (76�!% 1.%%&-�!%8
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 ¡8S� � ��+�&$# .-%!(/#!  ! �+ -+%!  ! 0�+%%&�!�(%2 5!%�(#! : �"+& !  � κF&) !M %�( �+ 5+$(&0!  !0.),�%&.) 3+-&$�!��! �L^�O !$ %�( �+ 5+$(&0!  ! 0.),�%&.)  &(!0$! �L[^�O2 !) ,.)0$&.)  ! �+ $+&��! (#!��! ! �+ 1.1��+$&.)8

��	
 ¡8SR � ^.�(-!% ��^ 1.�( 03+*�! 0�+%%!  � P!�  !  .))#!%  ! ^��g8
[! $.�$!% �!% #$� !%  ! $�)&)6 *�! ).�% +/.)% 5!)#!%2 ).�% !) +/.)% 0.)0�� *�"�) 1.%$F$(+&$!5!)$ ! $;1! 6#)#$&*�!2 0.55! 1(#%!)$#  +)% �+ %!0$&.) ¡8T8S2 (!%$! 1��% !40+0! *�! �+ 5. &�0+$&.)  &(!0$! !% 1+(+57$(!% &)$!()!%  ! b`cde8 ^!1!) +)$2 0!$$! %.��$&.) 1!�$ %"+/#(!( �+ 1��% (+1& ! 1.�( .-$!)&(
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�� R�T
�) P!�  ! (76�!%  ! *�+�&$#2  "+�$+)$ 1��% *�"�) 1.%$F$(+&$!5!)$ 6#)#$&*�! )#0!%%&$! �)! -+%!  ! (76�!% "�)! $+&��! %�4%+55!)$ #�!/#!8
��� ���vu�u�s��s u�r� �tu���rs s�s���rs
����� ����������� ���� ��� ������� ���������

[+)% 0!$$! 1(!5&7(! 1+($&!2 ).�% %.�3+&$.)% 0.51+(!( $(.&%  !% 5#$3. !%  #/!�.11#!%  +)% 0!$$!$37%! 0.)0!()+)$ �+ 0�+%%&�0+$&.) VA@W L_`a2 b`cde !$ b`c�O : `��� ���&)�+)2 R��T�2 �)! 5#$3. !&) �0$&/!  .)$ ).�% ).�% %.55!% &)%1&(#% 1.�( 0.)%$(�&(! �"+�6.(&$35! b`c�8 \"+�6.(&$35! `��� !%$$.�P.�(% 0.)%& #(# 0.55! �)! (#,#(!)0! 1.�( �! $(+&$!5!)$  !% &5+6!% %+$!��&$+&(!% +� 5.5!)$ . ).�%#0(&/.)% 0!% �&6)!% �[!-!&( !$ +�82 S��R�8 U��$	$ *�!  !  &%0�$!(  !% (#%��$+$% : �"+& !  "&5+6!% !$  ! 5!%�(!% ! *�+�&$#2 ).�% +��.)% &0& ).�% &)$#(!%%!( : �+ 0.51+(+&%.)  !% (!1(#%!)$+$&.)%8
�.�% (+11!�.)% -(&7/!5!)$ �!% 0+(+0$#(&%$&*�!%  ! 0!% +�6.(&$35!%8

_`a !%$ �) +�6.(&$35! #/.��$&, 1(. �&%+)$ �)! (76�!  ! 0�+%%&�0+$&.) 1.�( 03+*�! 0�+%%! : $(+&$!(8 \+1+($&! �<X>WC?CX>�  !% (76�!% !%$ ,.(5#!  ! 0.)P.)0$&.)%  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%2 0! *�& +�$.(&%!�"+�6.(&$35! : (!6(.�1!( 1��%&!�(% 6(.�1!%  ! %1!0$(!%  +)% �+ 5�5! 0�+%%! 1+( �)! %!��! (76�!8b`cde !%$ �) %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% 1(. �&%+)$ �)! -+%!  ! (76�!% 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!% : $(+&$!(8 \+1+($&! �<X>WC?CX>�  !% (76�!% !%$ ,.(5#!  ! 0.)P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%8b`c� !%$ �) +�6.(&$35!  ! 1.%$F$(+&$!5!)$  "�)! -+%! 6#)#(#! 1+( b`cde !$ ; !M$(+&$ �) +(-(!  ! #0&%&.) 0�+%%&�+)$ $.�$!% �!% 0�+%%!% : $(+&$!(8`��� !%$ �) +�6.(&$35! &) �0$&, 0(#+)$ �) +(-(!  !  #0&%&.) 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!% : $(+&$!(8
U.�( �+ 0.51+(+&%.)2 �!% 1+(+57$(!% 1(&)0&1+�M  ! 0!% +�6.(&$35!% .)$ #$# 03.&%&% +�)  ".-$!)&( �+-+%!  ! (76�!% .� �!% +(-(!% �!% 1��% �#6!(% 1.%%&-�!2 $.�$ !) +;+)$ �+ 5!&��!�(! *�+�&$# %�( �"!)%!5-�! "+11(!)$&%%+6!8 �.�% +/.)% $(+/+&��# %�( �"&5+6!  ! ��&0��&( 2 0.51(!)+)$ � 0+)+�M %1!0$(+�M2 TS�!M!51�!% !$ ] 0�+%%!%8

`��� _`a b`cde b`c�
�.5-(!  ! )f� % T¡

− −
T]

�.5-(!  ! ,!�&��!% R�
− − ]U(.,.) !�( 5.;!))! �8� − − �8]

�.5-(!  ! (76�!% − ] ST��
−��+�&$# !) +11(!)$&%%+6! �8�� �8¡¡ �8�R R8�� ���+�&$# !) $!%$ �8¡] �8�¡ �8�� �8¡� �^�+%%! � P�) � L*�+�&$#O �8¡� �

�8¡� �8�R �8��^�+%%! � �&5 � �8�T �8�T �8�T R8�� �^�+%%! � %+( � �8]� �8�] �
�8T] �8��^�+%%! � %1+ � �8¡] �

�8�] �8�] �8]R^�+%%! � �+$ � �8¡¡ �8¡T R8�� �
R8�� �

���
 ¡8¡ � ^.51+(+&%.)  ! 0!($+&)% 1+(+57$(!% +%%.0&#% +�M (#%��$+$%  !% 5#$3. !% `���2 _`a2 b`cde!$ b`c�8 \!% 5!&��!�(!% *�+�&$#% %.)$ (!1(#%!)$#!% 1+( �! %;5-.�! � 8
U+( �!�( )+$�(!2 0!% +�6.(&$35!% 1(. �&%!)$  !% .-P!$%  ! $;1!%  &'#(!)$%8 �)! %;)$37%! !%$ 1(.1.%#! +)% �! $+-�!+� ¡8¡8 �.�% 0.)%& #(.)% *�! 1+(5& �!% 0(&$7(!%  #�)&%  +)% �+ %!0$&.) R8S2 �+ *�+�&$#  !6#)#(+�&%+$&.) 0.((!%1.) : �+ 5!%�(! � *�+�&$# !) $!%$ �  #�)&!  +)% �! $+-�!+�2 !$ *�! �!% 0(&$7(!%  ! �+%&51�&0&$#  ! �+ (!1(#%!)$+$&.) !$ 0!��&  ! �+ 0.51(#3!)%&-&�&$# %.)$ (!1(#%!)$#% 1+( �!% 5!%�(!%  !% $+&��!% !% +(-(!% .�  !% -+%!%  ! (76�!% 1(. �&$!%8["+1(7% �! $+-�!+� ¡8¡2 �+ (!1(#%!)$+$&.) �+ 1��% %&51�! !%$ .-$!)�! +/!0 �"+�6.(&$35! _`a2 %�&/& !% +�6.(&$35!% `��� !$ b`c�8 b`c� 1(. �&$  !% +(-(!% �#67(!5!)$ 1��% 1!$&$% *�! `���2 -&!) *�! �+
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1(.,.) !�( 5.;!))!  !% +(-(!%2 0.((!%1.) +)$ : �+  �(#!  ! %.) #/+��+$&.)2 %.&$ �#67(!5!)$ %�1#(&!�(!8^!1!) +)$2 b`c� 1!(5!$  ".-$!)&( �+ 5!&��!�(! *�+�&$#  "+11(!)$&%%+6! !$  ! 6#)#(+�&%+$&.) 1+( (+11.($: �"!)%!5-�!  !% +�6.(&$35!% $!%$#%8

��	
 ¡8SS � hM$(+&$  ! �"+(-(!  !  #0&%&.) .-$!)� +/!0 `��� 1.�( �"&5+6!  ! ��&0� �&( 8
������ �����	���
 �����	���� �����	���� �����	���
����� [184254095; 1697585823] [1111095941; 1112633176] [1101700664; 1107911210] [65713000; 1689640133]��� ������ ������ [812607812; 3995608073] [1101328817; 1107529419]��� [1111197921; 1111900618] ������ [1103982725; 1106351939] [1104847294; 1108970791]��� [1111831774; 1113828805] ������ [1105993125; 1110841190] [1553060173; 4126604578]∨ [1107331890; 1109909944]��� ������ ������ [1100513714; 1105572097] [1107829371; 1116219594]

 !"# $%&' ( )*+, -, ./01,+ 234,56, *7,8 9:; <26. 1=>?*0, -, @6>8A)>.-%

)>,5 B6, 1,+ .,<.C+,54*4>25+ 234,56,+ +2>,54 *++,D +>?<1,+E >1 526+ * C4C ->F8>1, -, <.C+,54,. 65 *.3.,G 'H 5I6-+ >8>% J26+ *725+ +C1,84>255CE -*5+ 1,+ K06.,+ +6>7*54,+E B6,1B6,+ ,L4.*>4+ <26. 1,+ *102.>4M?,+
:NOP QK06., $%&&RE 9:; QK06., $%&'R ,4 S:TP QK06., $%&UR% V*5+ 1,+ *.3.,+E 1* 3.*58M, -, 0*68M, W*>4
.CWC.,58, *6 1*3,1 X YZ[ \E 4*5->+ B6, 8,11, -, -.2>4, W*>4 .CWC.,58, *6 1*3,1 X ]Y] \%^ 4>4., -, 82?<*.*>+25E ,L*?>525+ <*. ,L,?<1, 1,+ 81*++,+ X _Z] \ Q`Z]aZb cde[f[gZbR ,4 X bhd \Qihdef[]d cde[f[gdR% j26. S:TPE 1=*.3., -, 1* K06., $%&U 526+ <.C+,54, -,6L ./01,+ <,.?,44*54 -,
81*++>K,. -,+ ,L,?<1,+ -, 8,+ 81*++,+E +,125 -,+ <.Ck825->4>25+ +>46C,+ <16+ M*64 B6> 5, +254 <*+ ?254.C,+-*5+ 1=,L4.*>4% l1 +=*0>4 -,+ ./01,+ 56?C.2 U& ,4 $mE -C4*>11C,+ -*5+ 1, 4*31,*6 -, 1* K06., $%&U% n6. 1*K06., $%&&E :NOP ->+8.>?>5, 1,+ -,6L 81*++,+ ,5 64>1>+*54 1* 3*5-, 56?C.2 & Q<*.4>, >5WC.>,6., 0*68M, -,
1=*.3.,R% @6*54 G 9:;E >1 ->+8.>?>5, 1,+ -,6L 81*++,+ ,5 64>1>+*54 ,++,54>,11,?,54 1,+ 3*5-,+ oE ' ,4 U Q72>.
1* K06., $%&'R%

p*4MC?*4>B6,?,54E <26. 1* 81*++, X _Z] \E 65, <*.4>, -,+ 825->4>25+ -=*84>7*4>25 -,+ ./01,+ +254 1,++6>7*54,+E +,125 1,+ ,L4.*>4+ -,+ ->qC.,54,+ ./01,+ r

fstuv := wx ((b4 ∈ ]1107304644; 1108508410])
∧(b2 ≤ 1110584362))

∨ ((b4 > 1108508410)
∧(b3 > 1107450747))yz{|w X _Z] \

Q$%$R
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�� R�]

����� ����	
	�� � ����	
	�� � ����	
	�� 
 ����	
	�� �
���� [1111474566; 1112976266] [1109878107; 1111125153] [1106714425; 1107233966] [1106443267; 1107968839]���� [1112282247; 1113473514] [1110481959; 1112065376] [1106895645; 1109565375] [1107556909; 1108920696]���� [1111628106; 1113521542] [1109963290; 1111335420] [1106428437; 1107909976] [1107821093; 1109097650]���� [1110643798; 1114002012] [1108118897; 1111982040] [1102530129; 1109565375] [1108803992; 1111062741]������ [1112589385; 1113670011] [1110625446; 1112526849] [1108626370; 1109026719] [1106776090; 1111062741]������ [1111499901; 1113670011] [1109669653; 1110073050] [1106719643; 1108320872] [1106982143; 1108222551]

 !"# $%&U ( �>06., -6 M*64 r ,L4.*>4 -, 1=*.3., -, -C8>+>25 234,56 *7,8 S:TP <26. 1=>?*0, -, @6>8A)>.-%
�*31,*6 -6 3*+ r ,L4.*>4 -, 1* 3*+, -, ./01,+ -, S:T�� 82..,+<25-*54 G 1=*.3., -, -C8>+>25%

f�s� := wx b1 ∈ [1111831774; 1113828805]
∧ b3 ∈ [1105993125; 1110841190]
∧ ((b4 ∈ [1553060173; 4126604578])

∨(b4 ∈ [1107331890; 1109909944]))yz{|w X _Z] \
Q$%�R

f s!v := wx b1 ∈ [1111628106; 1113521542]
∧ b2 ∈ [1109963290; 1111335420]
∧ b3 ∈ [1106428437; 1107909976]
∧ b4 ∈ [1107821093; 1109097650]yz{|w X _Z] \

Q$%"R

2#
bi
.,<.C+,54, 1* 7*1,6. -, .*->*58, 8254,56, -*5+ 1=C8M*54>1125 <26. 1* 3*5-, +<,84.*1, i%p$?, +=>1 ,+4 7.*> B6, 8,+ CB6*4>25+ 5, -255,54 B6=65, 76, <*.4>,11, -,+ ./01,+ .C,11,?,54 4.267C,+<*. 1,+ *102.>4M?,+E >1 % * 65 8,.4*>5 52?3., -, 8*.*84C.>+4>B6,+ 82??65,+ 8258,.5*54 1* 8255*>++*58,*<<.>+,E B6> 254 C4C -C0*0C,+ <*. 8,+ ,L4.*>4+ r( 1* 7*1,6. b2 ,+4 C8*.4C, ,5 4*54 B6=*44.>364 >564>1, 26 -6 ?2>5+ 525 ->+8.>?>5*54 <*. 1,+ 4.2>+CB6*4>25+ Q1=*44.>364 5=*<<*.*&4 <*+ <26. 9:;E ,4 65, <1*0, 4./+ 1*.0, 16> ,+4 .C+,.7C, -*5+ 1,+*64.,+ CB6*4>25+RE( 1* 7*1,6. b3 ,+4 8>31C, 4./+ <.C8>+C?,54 <*. 1,+ 4.2>+ CB6*4>25+ ,4 -2>4 +, 4.267,. -*5+ 1* <1*0,

[1107450747; 1107909976]
E
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� �� ������ b4 ���� ���� ������ ��������  � !�"#$ ���#��� ��� ��� ��#�� �%����#$� %�� �� �����$� ��& �$���#$� � �� ���'� [1107821093; 1109097650]()#��%�� �*#$ ��'�� � ���  �+���$��� %������� #,��$��� ��� ��� -��&  � ���� �#�� ���  �+���$��� ��������
 ���������  �$� �� ��,���� .(.� #$ #,����� %�*����$  �� ��'#���/0�� $*��� ���!#�0�$� �#�� �#���� ��� �������1 �� !#��( 2$ !���� �/���$  �� %����� ��'#���/0�� ��� 3456789735 �#�� �$� #�  ��& �������  �+���$���( )*��'#:���/0� ;<=> ������ �� 0���& ���  ��& ������� ? -�$ @ �� ? ��� @� ��$ �� %�� A;B> ������C� �#������0�$��#�� ��� �&�0����  � ? ��0 @ DV7EFG7HE I8JKFGLG3LM �� ? ��� @ DN8HM( )�� ���������#$� ��������%���  ���������  �� �&�0���� �����,��� 1 �/�%�� ������ �#$� ��O�  �+���$����  #$� �/�%�� ������ ���� ��#C�  *�$�
�������$����#$ ���������O��(P��$ �$��$ �� ����� ��� � $� ���$� ��� �#0���  � �����  � �*��,��� ���� 0#$��� ��0���0�$� %�*��
��� �#���,��  *���,��� �$� �$����������#$ �#�� �$� ������  �� �O'��� ��� ����#�� ��& �������� �����  ��
��/�$����#$�( Q#�� ��#$� ��� %�*�� 0#�$� �#�� ��� �&�0���� ��� �$����������#$� �#$� �#/���$��� �$���
������ �� %�� ����R� �#'�%�� �$ ��'��  �� %������� ������� �����$���� ��� ���  �+���$��� 0��/# ��( S$$#���� ����$ �$�  ��  ����'�$��� �#�� �/���$�� ��� �&�0��� �#�� A;BTU %�� � ��$ �$�� 1 �����$���
 �� �#$����$��� ��������� ��#�� %�*����� �#$� ���� ���V�/��� �#�� W;X D�� �#$ ���#$ Y FZLJ �*��� �&���0����������� !#�� ����%��  �� ��$��& #$� ��� �$$���� �� ��� �$��������� �#$� ���� ���'�� �$ '�$����M� ��$�  #�������� %�� �� $#0,��  � �O'��� ��  #$�  � �#$-#$���#$� ���� ���%������ W;X ���� �&���0�� �� �#$$�����$��
 ��#������ ��� ���� ��0���(
�[\[] ^_`�abacd_e fe �gaddc��ahc_e �_�f

i�$� ����� ���#$ � ������� $#�� $#�� ��#�#�#$�  � �#0����� �*����#�/� j#��  � W;XA ��� ����#��1  �� 0# O��� �#$$�� �#��  #$$��  � ��O� ,#$� ���������  �$� ��  #0��$�  � �� ���� ������#$( i�$��� ������������ ��  ��#������  � �� �#0�#����#$ ���������  �� E7kL93 ��� '�$�����0�$� ������� ���  ��&0��/# �� l �*�$��m�� nop D�$'(� q4L6rJ89 s7krHJL tG89u373M �� �� ������C����#$ j#�� v)������ �� w���x�yzz{| w���,�� �� w#��x�� �}~.�()*�$��m�� nop �#$����� 1 �&���0�� �� !#$���#$  �  �����,���#$  � ��j����$�� ,� ������#$$�����  *�$�
���!��� $#$ /#0#'O$� �#00� �� �#00� �#$ ����  �� !#$���#$�  �  �����,���#$  �� �#$������$�� /#0#'O$��
 � ����� ���!��� vw���,�� �� w#��x�� �}~.| o���x#������ �}}z| ��$ �� ��(� �}}��( o��'�� �� ��0��������  �$#0,���& ��#,�O0�� #$� ��� ��$�#$���� ���� ����� ����#�/�� $#��00�$� �� !��� %�� ��� 0# O��� $� �#$���� �����00�$� �#,����� �#�� ������� ��� !#$���#$�  �  �����,���#$ ���� �$� �������#$ �������,��( i������ ���� $�������� �$� �$�����$��#$ /�0��$� �#�� �� �/#�&  �� ��&��� ����� �� %�� $� �� ����� ���  � �#���
������ vP��$���m �� ��(� �}}~�()� ���#$ � 0��/# � ��� ����#��  #0�$�� ��� ��� 0# O��� ��#,�,������� �#00� s8k7EHE �7ZL97�FF�
v������ �� n�#�x��� �}}~� #� ��� ������&  � $���#$��� �� ��� 0# O��� '�#0����%���� ��$�$� �#0���  � ��
!#�0�  �� ��,����  � ��  ������#$ ��  � ��  �����,���#$  � �*����0�$���#$  � �#���� v��/x� �� w��$����� �}}��(���  ��$�O��� �#$� ,����#�� ���� �#0���&�� �� ��O� ����$��� v)������ �� w���x� yzz{| ��/x� �� w��$������}}��( )� 0��/# � s8k7EHE �7ZL97�FF� $�  #$$�$� ���  � ,#$� ��������� ���� $#�  #$$���� $#�� ��#$�
�/#���  � �#0����� $#��� ����#�/� 1  �� ������&  � $���#$��( Q#�� ��#$� ����� �#0����� ����� ��� � ���
�$� �#0������#$ ���� n�o:�� �� �����#$ J5�JL337FG  �� 0��/�$�� 1 ������� ����#�� D�$'(� qH44FJr �L6rFJs86�7GL3 � �L�JL337FGM( ������&  � $���#$�� �� 0��/�$�� 1 �������� ����#��� �#$� �#$$�� �#�� ���� ��O�
�#,�����  �$� ��  #0��$� vP�$� �x���#$ �� ��(� �}}z| ��������� �� ��#0�� �}}~�(�#�� ��#�� �$� � �� ��� ��� ���!#�0�$���  � �*��'#���/0� W;XA� $#�� �*��#$� ����� ��� ��#�� -��&  �
 #$$���( )��  ��& ���0���� -��& �#$�  ��& �0�'��  � n�$ ������ 1  �� ���#����#$�  �+���$��� l �� ��������pn� D�0�'�  � .�{&y}� ��&���� ���#����#$  � �(�m2 �� � �������M �� �� ������� o���n D�0�'�  � �}�&�.z��&���� ���#����#$  � y(� m2 �� . �������M( i�$� ��� -��&� �� �#0�#����#$  � �/�%�� ������ �&����� ���
�������$��� �$ �#����$��'� ���� �$� �������#$  � ��( )� ��#���O0� -�� ��� �$� ,���  � ~{� �&�0����
 � ��/������  ������ ��� �~ �����,��� �������& �#$��$�� D���!���� ����0O���� �#0������� ��#$'���#$� (((M%�� ���  ���#$�,�� ��� �� ����  � �*��� wii vP��x� �� o���� �}}~�( ��  ��$��� -�� � ��� �/#��� �#��
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��� ������������%��� �$�������$���� �*���:1: ��� �� $#0,�� �����  *�&�0���� ��  *�����,���� �� �� �����$��
 *�����,��� �#$��$��(

������	�
 ���

�
������  � -��  � �O'��� �zz �$ ��� ���$����������#$ Pe = 20

������� �'��������O��  *����� yzzz 1 �zzz '�$�����#$�
P6JF33 z(.z
PEHr z(��
PEHr�6FG� z(�z
PEHr�7Gr z(yz
PEHr�rLJE z({z
ε

z(�z
T
H4 z(�z

S��������  � �������#$ ��$x�$'  �����
S��������  � ��0�����0�$� ��$x�$'  �����
Q#0,��  *�$!�$�� ��� '�$�����#$ �� �

2�����0� �� D!#��Mi����  � ������0�$� yz 1 {z 0�$ D���  � y(� ���M

���� .(~ � ����0O���� �������� �#�� W;XA� �#�� �� �����#$ �(�(�(
)� ��,���� .(~ �����$�� ��� ����0O���� �������� �#��  � �*�����$�����'�( ������$� ����0O����� ������:

��0�$� $#�����& ��� ����#�� 1 ���&  �� ��'#���/0�� ��#����#$$����� ������%���� #$� ��� �/#����  �$� ������'��  � ������� %�� #$�  #$$��� ��� 0�������� ��������� ���  ����� -��&  �  #$$���( )�� ��������� ��� ����$��0,���  � ���� D�������$��$� �z�  � �#���� ���  #$$���M �#$� �����$���  �$� ��� ��,����& .(}� .(�z ��.(��� �$ �������$� ��� 0������  � %������  ����#�����  �$� �� �����#$ {(�(�(�(
Q
866HJ Q448 Q34L

Q����� $���#�x z(}}. � z(}~� � z(}��n�o:� z(}.{ z(.�. z({}}���� z(}.y z(}.{ z(}�� �

���� .(} � ��������� #,��$�� ��� �*�0�'�  � �pn�( )�� 0��������� $#��� �#$� �������$���� ��� �� �m0,#�� � (

Q
866HJ Q448 Q34L

Q����� $���#�x z(..� z(�{� z(�}.n�o:� z(}.~ �
z(.~y z(... ����� z(~�� z(~�� � z(.��

���� .(�z � ��������� #,��$�� ��� �*�0�'�  � o���n(
�#�� �*��'#���/0� 1 ,���  � ������  � $���#$��� $#�� ��#$� �/#��� �$ ���&  *�����$�����'�  � z(��

�zzzzz �������#$�� � �#��/� ���/��  � . 1 �� $���#$��� �$� 0��/# �  *�����$�����'� �$���0�$���� �� �$�
!#$���#$  *��������#$ ��'0#� ��� �m0����%��( )� �#��/�  � �#���� �������$�� ��� ������� �#$��$��� ����$ ������ �*�&���� �� �� m � ����$�  � $���#$��  � �#���� %��  � ������� 1 �����$ ��( Q#�� ��#$� ������� �� ��,������'������� �$ � %�� �� $#00� �83r tJr7�6789 ILHJ89 ILr�FJZ �7KJ8Ju v�pQQ� yzz��( )� �#�#�#'�� �/#����
��� ��0��� 0��� ������ D�#�� �� ��,���� .(} %�� �����$��  �� %������� ��O� �������M(�#�� �*��'#���/0� 1 ,���  � 0��/�$�� 1 ������� ����#�� Dq�s��M� $#�� ��#$� ������� �� $#m�� �8�789
�8373 �HG6r7FG  #$� ��� ����0O���� C �� γ #$� ���  ��#������ �#�� �/�%�� -��  �  #$$��� 1 �*�� �  *�$�
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Q
866HJ Q448 Q34L

Q����� $���#�x z(.yy z(�~y z(.z{n�o:� z(~}~ �
z(~�} �

z(~�} ����� z(��} z(�.z z(�z}
���� .(�� � ��������� #,��$�� ��� �� ,���  �  #$$���  � ��/������(

���� .(y� � S���0�����#$  �� ����0O����  � $#m��  � n�o:� �#�� �� -��  �  #$$���  � �pn�(

��,������ '������� �$ �m�/#$ ��  *�$ ��'#���/0�  *#���0�����#$ ��� 1 ��� �����$�� ��� �� ����  � �� )�Pn�o
v�/�$' �� )�$� yzz��( )� C'��� .(y� �����$�� �� ������'��  *#���0�����#$ �������� ��� �� ������ ��� �� -��
 *�����$�����'� l ��� ����0O���� #���0��& �� ��#���$�  �$� �� �#�m'#$� ��$����()*�0�'�  � ������� o���n ����� �� ����  ������ 1 ������� �#��  �+���$��� ����#$� l %���%��� ,�$ ��
������0�$������� 0#�$�  � ��&���  �$� �*�0�'�  #$� 0#�$�  *�&�0���� 1 ������C�� D1 �/�%�� !#�� �*�$��0,��
 *�����$�����'� ����� �#$������  � 0#�$�  � y�  � �� �#������  � �*�0�'�M �� �$C$ ��� ���0�O��� ,�$ ��  �o���n �#$� ��'O��0�$� ���� ,������� %�� �#�� �pn�( S$ $#�� ����� �$� ���!#�0�$�� ���� !��,�� ��� �� ,���
 �� ��/������ ��� ��� �������  ��  #$$��� �� �����$��$� �#�� �$� !#�0� '�#����� ��$� ������#$ ���������O��
�$��� ��� '�#����  � ������� D���� ��� $#��00�$�  � 1 �*#���$����#$  ��  �+���$�� #,-���  � �� ,���M()*��'#���/0� W;XA � �$� %������ 0#m�$$�  � Qµ = 0.818 ��� ��� ��#�� -��&� �� %�� ��� �#0����,�� 1 �����
 �� ������&  � $���#$��� �'��� 1 0.832 ( �#�� �*�0�'�  � �pn�� �� %������  � �*��'#���/0� ��#����#$$����
��� �#0����,�� 1 �����  � n�o:� �� �*�$ ��#�'$�  *�$ ��� ����  � �z� �#�� �*�0�'�  � o���n( )�����!#�0�$��� �#$�  #$� ��O� ,#$$��� ����#�� %�� ��� ����0O����  � n�o:� #$� ��� #���0���� �#�� �/�%����#,�O0�( )#��%�� ��� ������� �#$� ��'�#������ �$ �m��O0� 1 ,���  �  ��-#$���#$�� �#00� W;XA� �� ���O��
���� �$�������$�( )�� ���������  � W;XA� 0�0� �*��� �#$� ��'O��0�$� 0#�$� ,#$� %�� ���&  �� ������
������C����� D�$ !���� ��� $#��� Q866HJ �#$� �����0�$� �(�� �$!�������� ��& ������ $#��� ��� ��� �0�'��  ����� ������#$M� �����$��$� �*�$�����  *����  ������0�$� �$��������,��� ��  *�&�#��� �� �#$$�����$�� ���#������� ��� �O'��� 1 �$ �&���� /�0��$� �� %�� $� �����$� ��� !���� ��� ������&  � $���#$�� #� �*��'#���/0�
n�o:�( ����� %�*�� �������� ,��$ $#��� ��#�#�� $#�� �����$�#$� �� -��  � �O'���  ��#������� �#�� �� ������
? KH3 @  � �� ,���  � ��/������  �$� �� ��,���� .(�y( )� $#0,��  � �#$ ���#$� ��� �O'�� �������  � � 1 {
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�$��������� ���#$ �� �#0���&���  ��  #$$���� �� %�� ��� ��O� !��,��� �� ��� �~ �����,��� �#$�  ������ ���  ��
�#$����$��� ��0���� �� ����,���(

�		���
	 �����
 �
 	�
��	��
� ;�
��	��
�
� � [81.0982; 82.5794]y y

[40.5105; 53.1107]∨ [36.5423; 50.0423]� � [68.0462; 70.7166]{ � [252.035; 263.525]
((( ((( · · ·
�~ � [180.865; 181.952]

���� .(�y � 2&�0���  � �O'�� ��# ���� ��� W;XA �#�� �� ������ ? ,�� @  � �� ,��� ��/�����(

�
� �������� �� ������ ��� ���������

Q#�� �#00�� ������� 1 �$ �#�$� #� $#�� ���#$�  � $#0,������ 0��/# ��� ���#����� 1 �$ $#0,���#�� ����� �0�#���$�  � ����0O���� ��  #$� �$�����,��0�$�  � $#0,���& ���������( Q#�� �/���/�#$� ��#���$ 0#m�$  � l
� �#��#�� #,��$�� �$ �������� �$�%��� !#$ � �� �#���,�� ��� �$� �0�������#$ /#0#'O$�  � �/�%��0��/# �  �$� �� �������� C$���
� ��$� 0��%��� ���  �!�����$��� �$ ��� ������� �*���:1: ���� �� �#���,��� ��#�� �$ ���#�� ��� ��� 0��/# ��
�C$  � ��#�#��� ���$������0�$�  �� �#������#$�(

2+������ �$� ��0��� 0#m�$$�  �� ��������� ���  #$� ��#������( i� �����  �� ����#�/�� /m,�� ��
�&����$� v��$"���x� ����00���� yzz��� 0��� $#�� �#�/����#$� �#��#�� �����%��� ��� 0��/# �� �&����$����
�� 0�0� ���$������0�$�  �� ������C����#$�  �-1 �������  ����/���  �� 0��/# ��� ����������� #� $#$� ��$�
��#�� 1 ���#��/�� ��� ��'#���/0�� �#�� ��� �0,#R��� �$��� ��& D�uKJ7�8r7FGM( �#�� ���#� �� �� ��#,�O0�
 �� ��&��� %�� �#$� ������C��  �+���00�$� ��� ��� 0�������� 0��/# ��  � ������C����#$ �&����$���� $#��
��#$�  ����#��� �$� �#����#$ 1 ,���  *������#$ �#$��$������(  �����  � �m$�/O�� �#�� �� �/������� $#��
�� �����$�#$� ��� ���� %���%��� ��������� %�� $#�� ��0,��$� �$�������$��( i�$� �� ������ �����$��� $#��
�#00�$"#$� ���  ������  � 0�$�O�� �,������� �� $#��#$  � EL3HJL 6FG3LG3HL99L(
!["[# $fd%bf &_edfed%fggf

�$�  �����#$  � ������C����#$ d �#�� �$ ��/�$����#$ P ��� ��  �$#0�$���#$  � �� ������  � ��� ��/�$:����#$ ��� �$� 0��/# �  #$$��( i*�$ �#�$�  � ��� ��������%��� d ���� ���� 0# ������ �#00� �� ��#,�,�����
pc

%�*� �$� ������  #$$�� c  *���� �+����� 1 P (���$ �*��� � �#$���$� n �������� d ��� ��#�� 0# ������ �#00� ��  �����,���#$  � ��#,�,����� �#0:���$�$� �*�$��0,��  �� ��#,�,������ (p0, . . . , pi, . . . , pn)
�#�� �#���� ��� n �������( �#�� ��� 0��/# �� �#�:

����#$ �$� ��& ��#,�O0��  � �m�� �8J�� #� �/�%�� ��/�$����#$ ��� ������ �$�%��0�$�  �$� �$� ������� ��
������  *�$ ���0�$� pi

��� � �� �*��/�$����#$ ��� �+���� 1 �� ������ i �� z ��$#$( �#�� ��� 0��/# �� �#����:�#$ �$� ��& ��#,�O0��  � �m�� 3F' r #� j#��� �� ��#,�,����� pi
 ���$  � �*����0���#$  � �� ��#�#���#$

 � �� ������ i �#�� ��� ��/�$����#$()#��%��  �+���$��� 0��/# �� (M1, . . . ,Mn) �*�+�#$��$� ��� �� 0�0� ��/�$����#$� ��  �����,���#$  ���#,�,����� ���� ���� ��� �#00� �$ 0# O�� ��#,�,������ �$ �%��$� �� ��#,�,����� %�*� �$� ������  #$$��
 *���� �������#$$�� �#�� �$ ��/�$����#$  #$$�( i�$� �� ���� �/�%�� ���0�$� pi

��� �$� 0#m�$$�  ����#,�,������ pM
i

����'$��� ��� �/�%�� 0��/# �  �$� �����  �����,���#$� �����������(�$ ��/�$����#$ ���  �� ��#�� �$� ,#$$� %������  � ������C����#$ %��$ ���  �����#$� �#$���$�$� ��
������ �#$� �#$��$�������� �*���:1: ��� %�*�$� !#��� /#0#'�$���� ��� #,������  �$� ���  �����,���#$�  ���#,�,�����(
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Q#�� ���#$� 0��$��$�$� �$��# ���� ��� �#$����� �/�#��%��� $���������� �#�� 0������ �*/#0#'�$����
 *�$� �����  �����,���#$( ����� /#0#'�$���� ���#�� ��� �� �#$����  *�$��#���(n� P = (p1, p2, . . . , pn) ��� �$�  �����,���#$  � ��#,�,������ ��#�� �*�$!#�0���#$ �&���0�� ��� �����
 �����,���#$� ������� �*LGrJF47L  � P � ���  �C$�� ��� �*�%����#$ l

I(P ) = −
n

∑

i=0

pi log(pi)
D.(�zM

o#�$� ��  �����,���#$ ��� �$�!#�0�� 0#�$� ����  ������  *�$!#�0���#$( n� $#�� �#$�� ��#$� %�� P =
(p1, p2, . . . , pn) ��� �� ��#,�,�����  �  �����,���#$  � �� ������C����#$  *�$ ��/�$����#$  �$� n ������� ����#�� ��� ������C����� ��#�� �� 0�����  � �*�$��#��� ���� ���� �������� �#00� �$� 0�����  � �*/#0#'�$����
 � ��  �����#$( ��������0�$��  *���O� �*�%����#$ l

lim
p→0

p log(p) = 0 D.(��M

I(1, 0, . . . , 0) = 0 �� �*�$��#��� ��� �#0����� �$��� z �� log(n)
� #� n ��� �� $#0,��  � �������( Q#�� �C$����#$� �*�$��#��� $#�0������  *�$�  �����,���#$� ����� ������� �#$ /#0#'�$����� ��� �*�%����#$ l

H(P ) =
I(P )

log(n)
D.(�yM

i�$� �� ���� �� �#$��$������� ���� ����  �C$�� ��� �*�%����#$ l

C(P ) = 1 −H(P ) D.(��M
)� �#$��$������� ��� 0�&�0��� %��$ �#�� ��� ������C���� ������C�$� �$ ��/�$����#$  #$$�  �$� ��0�0� ������� �� 0�$�0��� %��$ �#�� ��� ������C���� �� ������C�  �$�  �� �������  �+���$���( ����� 0�����

��� ��������� ��� �� C'��� .(y�(
!["[] ^abhfd �f &_edfed%agch�

i�$� ����� ��� � $#�� ��#$� ������� �� 0����� C(P )
�#�� ��# ����  ��& �m���  � ������  ����$���� l
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�
���	� ��� �$� �����  �$� ��%����� �/�%�� ��&�� P �������$�� �� �#$��$�������C(P )
�

�������� 1 ������  ��  �����#$�  � ������C����#$  � �/�%�� ������C���( )�� ������� �#$� ���/��� �$$�����&  � '���( ��� �&�0���� �� �#�� ��� ������C���� �#$�  *���#� �#�� ������C�� �$ ��/�$����#$
 �$� �� 0�0� ������� �� ��&�� �#�����#$ �$�  � �� ����� ���� ���/� �$ ,��$� DC(P ) = 1M( n� ��������C����#$  � ��� ��/�$����#$ ��� /#0#'O$� D��� �&�0����  ��& ������C���� �$ �%��$� �� ������
*p*�  ��& ������ �� ������ *P* �� ���  ��&  ��$���� �� ������ *�*M� �� ��&�� �#�����#$ �$� ���� �$�
�#$��$������� !��,�� �� ���� �0���0� �$ $#�� DC(P ) = 0M(
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 ��� �$� ������C����#$  �$� ��%����� �/�%�� ��&�� ��� �+���� 1 �� ������  #0�$�$���
 *���O� �#�� ��� ������C����( �/�%�� ��&�� ��� �0���0�  �$� �� �#����� �#�����#$ �$� 1 �� ������ �$
!#$���#$  *�$� ��'�$ � ��#�#��� ��� �*�����������( n� �� �#$��$�������  *�$ ��/�$����#$ ��� �$!�������1 �$ ������$ ����� CE7G � ��#�� �� ��&�� ��� �0���0� �$ $#��� ��'$�C�$� ? $#$ ������C� @( �$ �����  �
0.5 � ��� �/#��� ��,�������0�$� �#�� ��� C'���� %�� �#$� ������(
�$� ����� ��������%�� � ��� ��#�#��� 1 ������  � �� �����  � �#$��$�������( �� �*�'��  *�$ /���#'��00�

%�� �$ �%�� �#�� �/�%�� ����'#���  � �������  �$� �� ������ �� �#����$��'� �#�����#$ �$�  � ��&���()�� ������� �$ �,������  � ��� /���#'��00� �#$� '�$�����0�$� ������ ��� ���  � z(� �#�$��� �*���:1: ���
[0; 0.1[; [0.1; 0.2[; . . . ; [0.9; 1.0]

� 0���  *������ ��/�$����#$$�'�� �����$� ���� �0��#m��( ��� /���#'��00����� ���� ������� �#00� �#��:���� ���#$  � �� �����  � �#$��$������� �� �#$������ �$� ������ �0�#���$��
 � �� %������( )� $#0,��  � ��&��� �� ���� �����  #�� �� ������  �$� ��  ��$��� �$��������( )*�$��m��  � ���/���#'��00� ���� ���0�����  � !����  �� �#$�����#$� �$�������$���( ��� �&�0���� �� �*�$�������� [0.9; 1.0]��� 0�&�0�� �� %�*�$ 0�&�0�� �#��� ��� #,�����  �$� �*�$�������� [0.5; 0.6[

� $#�� �#��#$� �#$����� %�*��
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���� .(y� � �#0������#$  �  �+���$��� �������  � �#$��$�������(

m � ���$������0�$�  ��& �m���  *��/�$����#$� l ���& %�� �#$� �#$��$������ �� ���& %�� $� �� �#$� �m���:0���%��0�$� ��� 1 ����#$  *�$ �/#�& �0,�'� �$���  ��& �������( )*� �$��C����#$  � ��� ������� �����$�
�#$ ���� 1 �*�&�����#$  � ������$� ������C���� #� �� ��-#��  � �����00�$�  *�$!#�0���#$� �&������ �#��
�0���#��� �� %������  � �*/���#'��00�( )*�$��m��  �� ��������� 1 �� ��0�O��  *�$ ���� ������C����  �$� �$�
 �0���/� $#$ �#���,#������� $� ���0������� ���  � ������ � �$��C����#$�(
!["[� �gg%dhbahc_e

2$ ����  � �� ����� �#$��$������� $#�� �����$�#$� ��� �$ �#0������!  ��  �+���$�� ��������� %�� $#��
��#$� �� #,��$��� �����  *�$ ������� �#���,#����! �$ ��� ��� �� ��#-�� ��i2( )� ��,���� .(�� �$ �%�� �� ����� �� ������C���� �������#$$�� �#�� ����� ��� �()�� ���������  �� ������C���� �#$� �����$���  � 0�$�O�� �$ ���$ �$�� ��� �� C'��� .(y.( Q#�� �#��#$�m �#�� %��  � $#0,������ �#$�� $� �#$� ��� �#���� ������C��� 1 �*� �$��%��� $#��00�$� �#�� ��� �#$��  �
��'�����#$ ������� �� $#� :���( )� C'��� �����$�� DC'��� .(y~M 0#$��� �� �����  � �#�� l  � $#0,���&��&��� #$� �� ���� �#���� �� $#0,��  � ��&��� $#��� ���$� ��O� !��,��( ��� ��&��� $#$ �#$��$����� �� �����$�
����#�� �$ ,#�  � 0��� �$ �+��� �� ��'�����#$ m ��� �&���0�0�$� 0���$'��( )� C'��� .(y} 0#$��� ��
�����  � �#$��$�������( )�� ��&��� '����� �#$� ��� ����  ������� 1 ������C��( S$ ��0��%�� %�� �� ��'�#$
 � $#� :���� ����#�� �#$�������  � ���$��� C$��� �#����$� �$ �#� ��O� /�0� � �#��� �$#$ �� ��� �� 0#�$�
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')(9#%& D%E*&&*+3,:#&.
;�<F !"# !"# =%>"1(9#%&+A,,?3,,./@8&85(9#%&2+-,,?A,,,. BC@1*27*)1(22#

')(9#%& G%&@"*+AH.
F�IJB !"# $%& =%>"1(9#%& +-,,, ? 3,,,./ @8&85(9#%&2+-,,,,,. BC@1*27*)1(22#

')(9#%& G%&@"*+AH.
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NJD*(&2 $%& $%E("O+A ?-,. �1(22#0�58(P*)98* �%"59*+A,:#&.I!DQ $%& L(#11*7*1(0*&R95*+3O3? O . �1(22#0�58(P*)98* �%"59*+A,:#&.
STUVWXYZ[\]^ _]^`]aW^bcdea]`W^[V fcgV] T[aa]^ hijklm no lpqr stt�uve]VwYx^g[cXyXcg T[a hz{k{|n|r st}�u

���� .(�� � ������C���� �������� �#�� �*������#$  *�$ �������� �#$��$����(

���� .(y. � ������C����#$�  � �*�0�'�  � �pn� ���  �+���$�� ������C����( i� '���/� 1  �#���� ����  � /����$ ,�� l D�M �{(�� D,M ���� D�M ����� D M ��n:�� D�M o)�� D!M npo� D'M w:o��$� D�� �������M� D/M nSoD!�$���� {&{M(

�#$��$������( ��������0�$�� �� �#� �� �*��� $� �������$��$� ���  �� ������� �$�������$��� �#�� �� ��#-����i2( )*/���#'��00�  � �� C'��� .(�z $#�� �����$ %�*�$� '��$ � 0�-#����  � ��&��� D����  � {z�M
�#$� ����$�0�$� �#$��$����� �� ���  �& ������C���� #$� �� !#��$�� �$� �&������� ������ ��� ����  � .z�
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Légende (consensualité) :

0 10.5

���� .(y} � �����  � �#$��$������� �#�� �pn�(

 � �*�0�'� DC(P ) > 0.5M( �� !��� ����$ �$� $#��� %�� �� 0�-#����  �� ��&��� �m�$� �$� �#$��$�������0�&�0��� �#�����#$ �$� 1 �*���� ���� !����� 1  �����0�$�� %�� �� ��'�����#$(��� ��������� �#$� ��O� �$�#���'��$�� �� ����#�� ������$�$�� ��� ��� #$� ��� '�$���� ���  �� 0��/# ����O�  �������� ����  �� ����0O���� ��  �� -��&  *�����$�����'��  �+���$�� D��� �&�0���� ������$�� 0�:�/# �� $����������$� �����0�$� %����� ��&��� �#�� �*�����$�����'�� ��#�� %�� �#��  *������� �� �$ !������
%���%��� ��$���$��M( )� ���/$�%�� %�� $#�� ��#$�  ����#����� ,���� ��� �*�$��#���� ���0��  #$�  *�$�C��
������0�$� �$�  ����$�  � ������C����  �+���$��� �$ �����$��$� �$ �������� C$�� ������ /#0#'O$�(
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Q#�� ��#$� 0�$� 1 ,��$ �$� ��� � ��� ��  ��#������  � �O'���  � ������C����#$  �� �#$����� �/�0�:��%��� �#$��$��  �$� �$� �0�'�  � ���� ������#$( ����� ��� � � �#$������  *�$� ���� �$ ��  �C$���#$  �

�������$����#$� � ������ 1 �� ��#������  �  ��#������ ��  *����� ����� �$ �*�$��'����#$  � ��� �������$:����#$� �� ���$  � ��������� �m��O0��  *�����$�����'�� �#�+�� ��� �$� ���/�������� ��#������ '�$���%��()�� �#$$�����$���  ��#������� �#$� ��#�x���  �$�  �� ,����  � �O'��� �$ ���$ �$��� �� ���������,���( )��#,-����!� %�� #$� ���  �C$��  �$� �� ��#,��0���%�� #$� ��� �����$��( )�� ��'#���/0�� 0�� �� �#�$� �#$� �#:,����� �� �������� �#00� $#�� �*��#$� 0#$���  �$� ���  �+���$��� ��� ��  � ���( Q#�� ��#$� 0#$��� %��
��� �������$����#$� �/#������ ������ #� ��,#�����$���� �#$� 1 �� !#�� �����%��� �� ��0���� �#�� �*������������
�� �����00�$� �&��������� �#�� ������� �$� %������  � '�$���������#$ ����� ������(  ����� �$��$��#$�$#�� ��#$� ���� � ������$�� ������ ����()� ���0�O�� ����� �#$������� �$ �*��� � �/�#��%��  � �������$����#$�  � ������C���� �����������  �$�
�� ������0�$�  *�0�'�� 0�������������� #� /m�������������� ���0����$�  *�$��'��� �#���� ��� �$!#�0���#$�$���������� �� ������0�$�  �  #$$���  *�$� �#0���&��� ����� �0�#���$��( �#�� #,��$��  �� ������C����
� ����� 1 ��  #0��$�  *���������#$� �� � !���� �0�'�$��  �� ���������� ����,���  *���#���� �$� �#����#$
������ �� ��#,�O0� �#��� �#�� �$ '�� �$� �$� ������$� ��0������� D��'#$#0��� ����,������ �����$����#$  �
��������� ���(M ���:1:���  � �*�����������( p��O� �$� ��� �  � �*�&����$� %�� � #���$�� �� �#0�#����#$  *�$�
�����  � ����O��� �$�������$�� �#�� �*�&����� $#�� ��#$� �#$�� ���  �+���$��� �������$����#$�� �������$�  ��#��������� ,##���$� #�  �� #��������� 0��/�0���%��� %�� #$� ����������0�$�  #$$� ���O� 1 �� ���#����#$
 � ��#,�O0��  � ������C����#$  � �m�� 3F' r #� j#��( Q#�� ��#$�  #$� ����  �� �O'��� �m0,#��%��� 1 ,��� � �#$-#$���#$�  �  ��-#$���#$�  *�$����������  *��,���  �  �����#$ #�  *��,���  � ������� '���$�����$�  �0�0� �#�� ���� �������,����� 1  �� ��#,�O0��  � ������C����#$ ������ l �8J�� 3F' r� j#�� #� 0�0� ����$��������� j#��( ���� $#�� ��#$� 0#$��� %�� �� �#0�#���0�$�  � ,���  � ��� �O'��� ����� 1 0�0�  �
������ ��� ��������������  � �*�$���#$$�0�$� ��� ��� ��� �&�0��� �� ���  �� 7GrLJ3r76L3 34L6rJ8Hk #,������ 1
 ��  �'���  */�0� �C����#$  �����  � �� ��'�����#$ D�����#$ �(�(�(�M(��� ������C����� $#�����&  �$� ���� '�$��� $��������$� �*�0��#�  *�$ �m��O0� ���0����$�  � ��� 0�:$������  � 0�$�O�� � �%����( )�  ��&�O0� ����� $#�� �0�$�  #$� 1 ���$ �� �� ������'�� ��#�#��� ��� ���
�m��O0��  � ������C����#$ /�,������ �#�� ��������  ��& #,-����!�( i*�$� ����� �� !������ �$��'����  �$� $#������/���������  � $#�����& #��������� '�$���%��� ����������� �#�� �/���$�  �� �������$����#$�( i*���������� �� !������ ������� ��� ��/�$����#$�  *�����$�����'� ���� �$� !#$���#$  *��������#$ #+��$� �$� ������#$
 � �������#$ ������� �#0,�$�$� �� %������  �  �����#$  �� �O'���� �� ,��O���� �� �� '�$�������  � ���� �����:
��$����#$ ���� ��� �#$����$���  � �*�����������( �*��� ��$�� %�� $#�� ��#$� ��� �� ���� �������  �� #���������� ����� 1 �*�$����������#$  � ������C���� ��#����!� D��#�� ���� ��$o�$o�& �� ��$n�����#  � W;X� 1 ,���
 � E7kL93 �#�� W;XA� 1 ,���  � '��00����� �#�� �����

� ���(M� 1 ���� ��#���0�$� �� ���� 0�����#$�1 ��  ������#$  � �#$���'�$�� D��� �&�0���� ��� ���,�������#$  � �� !#$���#$ � rGL33M #� 1 ���� �������#$(
2$ �#$��%��$��� $#� ������& #$� ���0�� �*���,#����#$  *�$ 0# O�� �#��� �$� �$� '��$ � � ����,����� ��
�� 1 ��������� $�����&( �#��  *�,#� �� ���0��  *�,#� ��  �� �0�'�� �#��� �$� �$ $#0,�� %����#$%��  �
 �0�$��#$� ���������� ���������� �� �� �#0����%���� ��  � %������ �$�'��� D,����� �&������� �����$���� ���(M(
2$������ �� ���#���� �*�$��'����#$ !�����  � �O'��� ���� ������$���  � !�"#$ �#/���$�� ���� �� �����  � �m�:�O0�( 2$C$� �*���������#$  �$�  *������  #0��$��� �#�� ����� /#������ ��& ������C����#$� ��� ���#$$������
��� �$����'��,�� 0��'�� �� �����$��  *#��������� �����������(
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)� ��#���O0� ��  ��$�O�� ����� �����  � ��#�#��� �$ ��#������  � ���� ���#$  � �#$C�$��� ���0����$�

����� ,��$  � �������#$$�� ��� �O'��� �#��  � �*�����$�����'�� %��  � ��� ������� 1 �� �#����  �� ��'#���/0��(�� ��#������ ��� �#$������� ���  �+���$��� 0������  � %������ D4J56737FG� 3LG37K797r5� 34567�67r5� ���(M�����C%��� ��&  #$$��� #� 1 �� �������$����#$ D0������  � ������ #�  �  ��������  *�$� �#������#$  *��,���M�
��$�� %�� ���  �� ��#�#�#���  � ���� ���#$ D�F9�7G��FHr� 6JF33��897�8r7FG� KFFr3rJ8447G� �� Y 86ZZG7�G�M(
Q#�� ��� ��#$� �#0������ ���  �� 0������  � ���� ���#$ '���/�%�� D�����  � ���#����0�$�� ������#'��00��0��/# � �H9L�7L�� 6F�LJ��J84� �� �#��,�� �S�M( ����� ���� ���#$ �  #$� �� �� �#�������� ����� ,��$�#�� �� �#$'  � �*�����$�����'� D��#����#$  � �� 34567�67r5� rHG7G�M %�*�$ �#��:���� ���#$� ���0����$�
 *��������� �� �����$�$�� �� �� !�������  *�$����������#$  �� �O'��� ��#����� v�����$ �� ��(� yzz{�(�����	� ���	��

� 

 	������	�	��
 ������
� �
 	�����	
		��
)�� ��������� �����$���  �$� ��  ��$��� �/������  � �� 0�0#��� �#$� ��O� �$�#���'��$��� ��� ����#��
��&  �������� �#���� ��� �� �#$��$� ��O� ���/�  � ��� �0�'�� �� ��� �� %������ �����,��  � �*�&�������(�����  ��$�O�� ���� �$ �+�� �#�+���� ��� �#$ ������O�� /�0��$ #� �m���0���%���  � ��#,�O0��  � ,�����
 � ��&��� 0�&��� #�  � ,#� ���� 0���$'��$� �#���� ��� �#0,�$���#$�  � ������� �#���,���( ����$ �$� $#����#$� ��#���� ��� ��� �&����0�$����#$�� %�� $#��� �m��O0� �� �������� ���� ��O� �#,����� ��� �&�0���� �$
����#���$� �� �#$�#��  �� ��'�#$�  *�$����� C&� ��� �*�&���� D�����#$ .(�(�M �� 0�0� �$  ��#����$�  ���$ ���� '�$���%���� �#00� I��� #� ILim

� �� %�� ���#��� �$� ������ �-#���� 1 �� ������C����#$()*��� �  � ��� � ���0��  �  �'�'�� ��������� �#�$�� �$�������$��( )�� ���������� ��#�#���� ��� W;X�� A;BTU� 0��'�� ���� ��0�������� ����# ����$� C O��0�$� �� ������� v�����$ �� ��(� yzz��( Q#�� ��#$� ��%�*�$ �##� ������ �$ �������#$  � ������C����#$ 3F' r ���� ���� �#$����� �� ������� �$ �������#$  � ������C:
����#$ �8J� ��� �*�  ���#$� 1 �� ,���  � �O'���  *�$� ������'��  � �������#$  �� �O'��� �$ ���  *��������#$0������� D���#����0�$��M #�  � ������� $#$ ��������� ���0����$� ��$�� �*�����,���#$ ��$� �%���#%��  �
�/�%�� ���0�$�  � �*�0�'� 1 �� ������ %�� ��� ��� �� ���� ��#�/�( p�$��� ��� ������'��� 1 ,���  � ������
 � ���#����0�$� D�#�� W;XM �� ��� 0��/# �� s8k	FG��LGr �� q6FJL	FG��LGr D�#�� A;BTUM #$� ���
������ �� �������  �$� �� ,�� v�����$ �� w#����x� yzz���( Q#�� ��#$� ����� �� �#00�$� $#�� �#���#$�
���#$ �� ��& ���� �'0�� �0��'�$��� �#00� �����  � �*HGE7k7G� D������C����#$ j#��M� �$ ��#�#��$� �$�
!#$���#$  � �#�����#$ �$�� D�$'(� E8r6�7G�M �O'��:��/�$����#$ ���������O�� DW;XA� v�����$ �� w#����x�yzz�,�M #�  ��& �m��O0�� 1 ,���  � ��#'��00���#$ '�$���%�� D�����

 �� �����

M� �#$����$�� �����#,�,������ #� '��00����� �#�� $� ��� !���� �&��#��� �*������  � ���/���/�( 2$C$� $#�� ��#$� ��#�#����������� 0��/# ��  � ���$�0�$�  � �� ,���  � �O'���� ��� �#��:������0�$� '�$���%�� D�� ����#$� ���$�:
!#�0���#$ #� ���#0,�$���#$  � �� ,���M� �&������#$  � !#$���#$�  *�������$�$�� ���0����$�  � �������� ��
!#�0���#$  � G76�L3  �$� A;BTU �� �&������#$  *�$ ��,��  �  �����#$ DA;B>M( Q#�� ��#$� $#��00�$�#,������ �#��  *�$� ��� � �#0�������� �$��� A;B> �� W;X� %�� ��� ��'#���/0��  �������$� ��� ��$��&�$�&��#���,��� #� �$������ �#�� �$ �����$��$�  �� ��������� �#/���$��(��$���0�$�� ��� ������& #$�  #$$� ���� 1 �$ ��#�#�m��� $#00� ����	 D�#�� �*�$$�&� �M� �&��#���$��#�� ��� ��'#���/0�� ��� ����  �$� �� ,��  � ������ ���� ���� ��� ���  �� �&�0���� �#$������ 0��� �����  ���#�#��� �$ #���� �#$�������  �+���$� �� �#$$�����$�� ��%���� 1  �� �%����� $#$ ������������  �$� �*�$!#�:0���%��� %�� ������$� �$��������� ��� $#� ���������( ��� #���� ���#0���� �� �/�R$� �#0��O��  � ������0�$�
 ��  #$$����  ����� �� �����������#$  �� �0�'�� /m������������� -��%�*1 �� ��# ����#$  �  ��������#$�  �
������� �#0���/�$��,��� �$ �����$� ��� �*#,��$��#$  *�0�'�� ������C���( )*���/�������� 0# ������ ,���� ���
�� 48J8�7�EL FKY Lr ���0�� �*�$��'����#$ ���� �  � $#������� 0��/# ��� ��������� #� 1 ��$��� ��0���0�$�
�$ �-#���$� �$� ������  � !#$���#$� �����C%��� �� $#���� #,-��( 2��� !������� ����� �� �#0���/�$��#$  �
�m��O0�� �*����������� m '�'$�  #$� �#��  � �#$ ����0����'�( �� ��#�#�m�� � ��� �����$�� ���� �$����� 1
�*�%���� ���� ������#$� �� �#0����� �� �0�'���� S���%��  � )n��� �� �� ��,#���#��� �0�'� �� �����  �
n����,#��' D �$� �� �� ��  � �*p�� s833L �L �FGG5L3M� ���� ���%���� $#�� ��#$� �����  �� ���$�  �����
�#$'��0��( )�� 0��/# ��  *�����$�����'� ��#������� W;X� A;BTU� W;XA �� �����

� ��$�� %�� ��
�m��O0�  � �������#$  �� ��������� 1 ,���  � �����  � �#$��$������� ��  � �����  � �#�� �#$� �������� ��:������0�$� �#�� ��  �!���/�'�  ��  #$$���  � �*�$$�� yzz{� ���$� �� �#$�����#$  � ��#-�� ���#���$ ��i2v��i2� yzz��� %�� ��� �#$ �$-�� �� �� $�����  �� �#00�� �$�������� ��%������� �$ ��#�#�m�� !#$���#$$�� ��
�������,�� ���� �0�$�(�
���
		��
�)�� ��'#���/0�� ��#����!�� ��  #$� ��� ��'#���/0�� ��#����#$$����� �� ��� �m��O0��  � ������C���� %��
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$#�� ��#$� �0��#m��� �#$� �#$$�� �#�� ���� �#����& �$ ��0�� �� �$ 0�0#��� ��� ��� $��������$�  ���#������#$�  � '��$ � ������( �$� ���0�O�� ����������� �#�� $#� ������& �#������ ���� �*#���0�����#$
 � ���� ��0��  � ������( ��� �&�0���� $#�� �#��#$� #���0���� ��  ��#������  �� ��,���  � ������  �$������

 �� �����

 �$ #���0���$� ��� �������  �� �#$���$���  �� ��,��� D�$'(� rHG7G�M �#���� ���
n '�$�����#$�� #� �$ �������$� ��� !#$���#$� ���#0���%��0�$�  �C$��� Dt�� M( S���� �*#���0�����#$  ��
��'#���/0�� ��&:0�0��� �� �������������#$ ��� �$� ����� %�� ���� �� ������� !��������� �#�� �� '��$  ���0��( )�� ��'#���/0�� 1 ,���  � �#������#$�  � �O'��� �� �����$� $��������0�$� 1 �� �������������#$ ��
�����:�� � ��� ��� ��� ���'�0�$�  �$� �� �����������( )� ���$�!���  � �� �/��'�  � ������� ��� �$ #� ����������#���� �������� �������$�� �$ ����� �$�����  �� �m��O0��  �����,��� ��� ��� �����$�  O� �#�� ���� �����$���
�#�� !#�0�  � ������� 1 �*����������� D������ �#���� ������ �$���$��M(

Q#�� �#00�� ����� �#$����$�� %�� �� �������$����#$  �� �O'��� ��#%��� ��� $*�&���0�� ���  �� �&:������#$� �� ����� 1 ����� !#�0�� $#�0����� %�*�$� �#$$�����$�� ���������( pC$  *�$�����  *������ �m���
 � �#$$�����$��� �&����$��� �� �����$�$���  �$� ��  #0��$�  *��� � D������#$� ��������� #� ��0�#������M�� !�� ���� ���$ �� $#��� !#�0����0�  � �������$����#$ �#�� m �$�����  �� �#$����� ��0�$��%��0�$� ����
���/�� �#00� �� !#�0�  �� #,-���� ���� ��&����� ���( ��  �  ������� �� $�����  � ��&�� �$ ��#�#��$�  ��
�#$$�����$���  � $����� ��'�#$( o��� ,��$ ��: ��1� ��� ������C����#$� �#$��&������� ���0�������$� �� !#�:0���#$  � �#$����� �/�0���%��� ������$��� 1 �*�0�'�  � ��� �����  � ���0��� #� �� D? �#�� ��/�$����#$
 � ��'�����#$ ��� �$�#���  *��/�$����#$�  � $#$:��� @M #�  � ��� ����� j#�� D? �$ ��,�� ��#�� ��� �#���$�
 � !#�0� �#$ � ��  � ������ ������ @� ? �$ ������#$ ��� ����0�$� �� ,#�  � �*���#�#��� @� ���(M( i*���������� �*���������#$  � '��00����� ��0�#������ ���0����$� �*�&��#�����#$  � ��%��$���  *�0�'�� ��'���� ����
������  � ������������ �$�������$���( �� !#�0����0� ��O� #����� �&�'���  �� #��������� '�$���%��� �� �$�
�������$����#$ ����#������ ����,���  � ��'�#����  �� ��'�#$�  � ��&��� #�  �  ��#�����  �� ������#$� �$���
��� ��%��$���  � �������� ���#����$� �� 0��� 1 -#��  � �#$$�����$���  � �� ,���  � �#$������ %�*���� �#�� ��:
 �#0����%��� �������� #� ��0�#�����( )*�$�����#$ �� ������,��  � �#���� ��� 0���:�#$$�����$��� �0���#����
��� ���!#�0�$��� ���������  � $#��� �m��O0� �� ��$!#����� $#��� ���#�� �� $#��� �&�����$�� �$ ���� ������#$(

Q#�#$� %�� ����� 0��� 1 -#�� $� �#���� ��$�  #��� ��� �*�+������  ����� �$� �$�%�� �#����  �  #$:$���( )*�,��$��  *�$ ������0�$�  �����  ��  #$$��� 0����:�#����� �� 0����:��/����  ���� ���� �#0,��� l  �$#0,���& 0#m�$� �#$�  *#��� ��  �-1  ���#$�,��� �� �� �m��  � ������0�$� �����$�� �$ �$����� ������$  �$�
�� �#00�$����  �� '�#'���/��( ����� ��#,��0���%��� ��$�� %�� �����  � �*���������#$  *#��������� �/�0�:��%��� ���� �#����� D0#��/#�#'�%���� �#$��&������ ���(M� �*�$������ �00�$%��,��0�$�  �$� �� �#$��$����
 � $#� ������&�  *����$� ���� %�*���� !��� ������  � �� ��  � ��#-�� �#i#o���  � �*p�� s833L �L �FGG5L3
%�� �� �#������ ��������0�$�� �� %�� ��#0�� �$� �#���,#����#$ ���#��� �$��� �$!#�0������$�� '�#'���/�� ��
������������  � ������0�$�  *�0�'�� �����#$  � �� 0��� �$ ����� /��0#$�����  � �#���� ��� ,��%���(

2$C$�  *������ ������������ �#������$� ���� �$����'���� ���0� ���%������ �$� �$����������� ���� �#��:
��� �$��� �*����������� �� �� �m��O0� ����	 D�����������#$  � �� �#������#$ �$ �#���  *�����$�����'�� 0��:
%��'�  *�&�0���� #�  � �#$���:�&�0���� �$  ����$�$�  ������0�$� ��� �*�0�'� ��$ �$� �$� �����  �
�*��'#���/0�� 0�$�������#$  � 4F7Gr3 � �8JJ�r �$ �#��$�  �� �#$����$��� ���  �+���$�� ����0O���� �$���$��
 � �*��'#���/0�� ���(M #� ,��$ �$� /m,�� ���#$  �� ��'#���/0��  *�����$�����'�� D�$ ��,�� #,��$� ��������

 �������#$$� ��� ���������  � ��������� 0��/# �� ��#������� #� $#$ �$ !#$���#$  � �� ������
��� ��� #�  ��  #$$��� #,�������M( Q#�� �� �#m#$��  � $#0,���& ��#,�O0�� �����$� #������� ��$�  �$�
�*�0���#����#$  �� �������$����#$� %��  �$� �����  �� ��'#���/0�� %�� ��� 0�$�����$�(
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i� ���� �� ��0�������  � ���� !#$���#$$�0�$�� ����  ���#$�,����� ��O� ���  �$� �� �#00�$���� �� ��������!#�0�$��� �#���$� �#�������� ��� ������&  � $���#$�� #$� 0��$��� !#�� ��� �����%��� �$ ���� ������#$( �$������ $���#$�� ��� �$ �$��0,��  � ��������  � ������ �������� GLHJFGL3� �#$$������ ���  �� ���$� $#00��6FGGLk7FG3 �#���$� �/���$ �$ 4F7�3 �� 0# �C�$� �� ������  ��  #$$��� ���$����$� �$��� ��� �$�����  �
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 � 0�$�O�� 1 #,��$�� �� �#$���'�$�� �� ���� ������ �#���,��()*��'#���/0� �� ���� �#���00�$� ������� %�� 0�$�����  � ������ �O'��� ��� �����  � �� ����#:��#��'���#$

 � '�� ��$� D�$'(� K86Z�4JF48�8r7FGM v��0��/��� �� ��(� �}~���  ����� ����� ��� v�# #� �� �m�m�/m$� �}~~�(
��}



��z �

	�	 �
 ����	�� ��� �	� ���������	� ��

	���

���	�

 ������  *�$� ,���  *�&�0���� D������  � ������� �#�� ��� �$����� �� ��� �#�����  �������M� �*��'#���/0�
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�����%��� 1 �� ���� ������#$� ��� v������x� yzz�� �$ �-#���$� ��  ������#$  � �#$�� ������#� ���� D#���$����#� $#$M( ��V�� 1 ��� ������&� #$ ���� 0���&  ���0���� �� ��'�#$  � �*������ �#$���$�� ��� �*��������#$  ��$���#$��� �� %�� �$ !#$�  �� �m��O0�� ���� ������( ��� ������& #$�  � ,#$$�� ��������� �$ ���� ������#$
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vP��$������ �}}~�( 2��� ��� ��� �&�0��� �������� �#��  ��#����� �$�  #����$�  � ������� ��� �$� �0�'��0������������� v)�# �� ��(� yzz�� ���� �$� 0�������� �������#$ �#0����� ��& ��������#$� ������%���(
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)*��'#���/0� 	8368�L 	FJJL98r7FG D	83	FJM ����������� ������ �$� ���/��������  � ������0�$� %�*�$�m�� ������ v��/�0�$ �� )�,����� �}}z�( )*���/�������� ���  � �m�� 0���������� l ��� ��'$��& $� �����$���� #,��'��#���0�$� ��� �� �#��/� ���/��  ����� ��� $���#$��  *�$���� ���� ��� $���#$��  � �#����� ���
��� $���#$�� �#$� �#�� ������ �$��� ��&( ���$������0�$�  ��& � ��� m �#$� �0���0�$���� l �� ���0�O��
���  *�-#����  �� $���#$��  �$� �� �#��/� ���/�� D$���#$�� 68G�7�8r3M �$ ��� �$���R$�$� �$ ��� �$( )����#$ � �#$���$� �*�$���R$�0�$� ���:0�0� l �� �*�'��  � 0�&�0���� �� �#�����$�� �$��� �� �#����  � ��$ � ��
�� �*������ ���� �����  � ������ �$ 0# �C�$� ��� �#� � �$��� �� $���#$� �$���� �� ��� ������ $���#$��( �$�!#�� �$���R$�� ��� $� �/�$'��#$� ����� �� %�� ����� �� ��#,�O0�  *�$���,�����  �� �#� � D�$'(� EF�7G� r8J�Lr
4JFK9LEM ��$�#$���  �$� ��� �o�(
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�#$� ����,��  *�����$ �� ��&:0�0� ���� �#�#�#'��( )��� ���� ��� ���� ���0��  � �������  � '��$ �� ,����
 �  #$$���� ��� �&�0��� �*�0�'����  *�$ ����:#�����  � �� Q��� �#�� �� 0����#$ o��2s  �$� ��%����� �� !��� ������� �� %��$��C�� �� �����$��  � $��'�� vP�#$ � �� ��(� �}}��( n�� �$ -��  �  #$$���� �� ���!#�0�$��  �
�*��'#���/0� 	83	FJ �  ������ ��� }}(~�� 0�0� �� ��� ������� ���#$$�����$� ��#�� ������� �$� �0�'� ��0���D$��'�� #� #���$M( �$� ��� � ���� ����$�� vi�����# �� ��(� yzzy� !��� ����� %��$� 1 �����  � ���!#�0�$��0#�$ �� D�}�M �#�� �$� �0�'� )�$ ���  � � ��$��& �#��  � ��  �����0�$���#$  � � �������(
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S$ �����,�� 1 ���$�x vP#��� �� ��(� �}}y| ���$�x� �}}�| �#���� �� ���$�x� �}}�� �� !���  *��#��  O��}}y �����0,��  �+���$��� $#��#$� 0��/�0���%��� DE8k7E89 E8J�7G �u4LJ498GL3� �� �/�#���  �� $#m��&� (((M�#�� �� !#$ ���#$  � �� �/�#���  �� 0��/�$�� 1 ������� ����#�� D�$'(� qH44FJr �L6rFJ s86�7GL3 #� n�oM(
2���� �#$� ���������  �$� ��  ��#������  � !#$���#$� 1 ������  *�$ �$��0,��  �  #$$��� ��,��������� %�� ��
�#�� �#��  � �� ������C����#$ #�  � �� ��'�����#$( �� �*�'��  � ����������� ��$������ l ���� ���$���� ���  ���#���� �$ /m������$ ������$� �$ /m��������� E  � !�"#$ 1 0�&�0���� �� 0��'� �$��� ���  #$$��� ��
E ( ��� $��������$� ��  �C$���#$  � ��������� ����0O����� �� 0��'�� �� !��� %�� ������$�� ��� �� �� �#��$�
�#$��$����� ���  �� 0��/# ��  � �/#�&  � $#m�� �$ !#$���#$  � �� �#$$�����$��  �  #0��$� vP����#��xm
�� ��(� �}}}�� ��� �����$� ��������0�$�  ������� 1 �#0�����( ��� ����0O���� �#$� $#��00�$� l C > 0

� ������0O���  � ��$����� �#�� �� ���0�  *������� �� $#m�� ��$�� %�� �#�� ��� ����0O���� %�� ��� �#$� ���#����(��� �&�0���� �*�$  �� $#m��& ��� ���� ���!#�0�$�� ��� �� '������$$� �P� D�$'(� �8�789 �8373 �HG6r7FGM l
K(xi, xj) = e−γ‖xi−xj‖2 ���� �� ����0O��� γ > 0 (

2$ ���� ������#$� �� �#,�������  �� n�o � ����#�� ��� �������� �#�� ������C��  �� �0�'�� �#���$�,������� �� �#0���&�� D���!#�� ��������� ��$���$��  � ��$��& �������$��$� �$�  �0�$��#$����� �0�#���$���#�� ���  #$$���M( i�$� ������$� ���� ��� n�o $*�������$� %�� ��  ��  #$$���  *�����$�����'� vP�#�$ �� ��(��}}}�� �� %�� �����$�� �*���$��'�  � �� ���� !#���0�$� �*�+#��  � ���� ���#$ ��� ��� �#�$��( ��� �&�0����
����� 0��/# � �  #$$�  � 0�������� ��������� %�� o)s D�$'(� s8k7EHE �7ZL97�FF�M ���  ��  #$$���/m������������� ip�n� �#�� �$ �� ����$� �� 4�5GFE�GL �L �H�HL3� v��� �� o��/��� yzz{�( i�$� �$� �������� � v��������� �� ��#0�� �}}~��  �� ���!#�0�$��� 0#m�$$�� 1 /������  � }�� �#�� �$ ��#,�O0�  � {
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2$C$� $#��  ��#$� ����� �$� ��� � ��,����  �$� vP�#�$ �� ��(� �}}}� �������$� �� ��������  � ��'�����#$ �� 0��/�$�� 1 ������� ����#�� Dn�o:�M( �� �*�'������  � ����#���� �*�$!#�0���#$ �� $�����  � �#��:��&���
�#��%�� ��� ��������  �  ��& #� ��������� �������� �� ���#0�#��$�  �$� �� 0�0� ��&��� �*���:1: ���  ���� ��� ��� ��#�#���#$�  �  �+���$��� ������� ����� 1 ������  � �� �#0�#����#$ ��������� �#$$��  �� ��&���
 *�����$�����'�( )�� ������� 0#$���$� %�� ��� ���!#�0�$���  � n�o:� �#$� ��: ����� ������ #,��$�� ���
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�� 2�,�$ v2�,�$ �� n0��/� yzz��(
�
� �������� ������������
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